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Feuille 1 : Nombres complexes

Premiers calculs

Exercice 1. Calculer la partie réelle et la partie imaginaire des nombres complexes suivants :

a) z =4+ 5, b) z=(—242)+(B+30), ¢ z=(=3—Ti)(1—2i),
. ) . 43 (4 — 30)(1 — 2i)
=(4 1-2 = f =
d) z = (44 50)(5 + 3i)( i), e)z R ) z % ;
(7+6i)(—3 — 2i0) ,
= 4+1.
g) z Y +4+1
Réponses.
a) Re(z) =4, Im(z) =5; b) Re(z) = 3, Im(z) = 5; c) Re(z) = —17, Im(z) = —1;
14 23 19 83
d) Re(z) =79, Im(z) = 27; e) Re(z) = 39’ Im(z) = ~39° f) Re(z) = 5 Im(z) = ~rg)
g) Re(z) = —6, Im(z) = —10.
1+im

Exercice 2. Pour m € R, calculer la partie réelle et la partie imaginaire de z =

2m +i(m? — 1)

m 1

Réponses. Re(2) = o, Im(2) = —5——.

Exercice 3. Soit z € C. Exprimer le conjugué des nombres complexes suivants en fonction de Re(z)
et Im(z) :

a) z+1, b) 22 + 3i, c) 2+ 2z, d) z+2—1,
e) 25 +1, f) iz? — 3z, g) z—z+ iz, h) 22 —iz + 4.
Réponses. On note a = Re(z) et b = Im(z). Alors :
a) z+1=a+1—10b, b) 2243i = a®>—b>—(2ab+3)i; c) 3a —bi;
d) 2a+1; e) a®—3ab? +1+(—3a’b+b%)i; f) —2ab—3a+(—a’+b*>—3b)i;
g) —b— (a+2b)i; h) a?— b2 —b+4+ (—2ab+a)i.
Exercice 4. 1. Calculer le module des nombres complexes suivants :
2+ 51
a) z =2+ 5i, b) z = —3 + 2, ¢) z = (3—2i)(9+1), d)z:5+2l,.
—2i
Réponses.
a) v29; b) V13; c) V13-82 =+/1066; d) 1.
2. Soit z un complexe, z # 0. Exprimer le module des complexes suivants & ’aide du module de z :
2 z2
z b) 222 = d) 3=.
Réponses.
2| 2 z?
a) |zz| = |2|?, b) |222| = 2|27, c) l‘ = —, d) ‘32: =3|z|.




Exercice 5. Soit (z,2) € C?. Etablir la relation |z + 2/|* + |z — 2/|* = 2(|2|? 4+ |2/|?) et en donner une
interprétation géométrique.

Exercice 6. 1. Représenter les points d’affixes suivantes dans le plan muni d’un repére orthonormé :

a) z=2—1, b) z, c) z+ %, d) z—z.
Réponse.
A
2Ak
Z
1+ °
z+Zz
: : : : : ° : :
-2 -1 0 1 2 3 4 5 6
[ 2 —1—+ N J
-z z
—2¢ _
z—Z
3L

2. Représenter les vecteurs suivants dans le plan muni d’un repére orthonormé :

a) U daffixe 2 + 1, b) W daffixe —3+2i, ¢) U + W, d) 27 — .
Réponse.

T+ W

ok 3T

z N 27
) o
n v
20U — W
4 3 9 1 o 1 2 3 4 5 6 7 8
14
iy
_ol

Equations et inéquations de degré un et deux

Exercice 7. Déterminer I’ensemble des nombres complexes z tels que :

1

1 _
o) Re(i) <5, ) ‘1—— 23

z4+3

1 1
a) |1_Z|§§a b) Re(l_z)§§7 =2, e)

z

<2

Réponses. Soit z € C. On pose z = Re(z) et y = Im(z), de sorte que z = = + yi.
R —
a) Soit A le point d’affixe 1 et soit M le point d’affixe z. Vu que 1 — z est laffixe du vecteur M A
et que le module d’un nombre complexe w est la distance de l'origine au point P d’affixe w,
c’est-a-dire la norme du vecteur OP, on a : |1 — z| = M A — la distance entre A et M.
Bref, ’ensemble des z tels que |1 — z| < 1/2 correspond & ’ensemble des M tels que AM < 1/2:
c’est le disque de centre A et de rayon 1/2 (figure 1).
b) Onécrit 1l —z=1—(r+yi)=1—x—yi,dot Re(l1—2)=1—2.0na:Re(l—2)<1/2 «—
1—2<1/2 <= x > 1/2. La condition ne porte que sur = et pas sur y : elle signifie que tous
les points dont I’abscisse x est supérieure a 1/2 conviennent (cf. figure 2).

¢) On calcule : Re(iz) = Re(—y + i) = —y, de sorte que Re(iz) <1/2 <= y > —1/2.
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FIGURE 1 — Ensemble des z tels que |1 — 2| < 1/2
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FIGURE 2 — Ensemble des x tels que x > 1/2 et des z tels que Re(1 — z) < 1/2
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FIGURE 3 — Ensemble des y tels que y > —1/2 et des z tels que Re(iz) < 1/2

d) Ici on suppose z # 0 (pourquoi?). On a successivement :

P—12:2¢: =1,
z z

= |z -1 =2)2)?
= (-1 +y*=2(z" +9°)
— 22 -2 +1+y?=22"+2°
= 242w +y2=1
= (z+1)2-14+y2=1
= [z+1%2=2

(z—1=2—14yi)

(z+1=x+1+yi).



Ainsi, ensemble cherché est le cercle de centre le point d’affixe —1 et de rayon v/2.
e) Ici on suppose que z =# —3 (pourquoi?). On a alors :
z—3
z4+3

'<2 — |z =32 < 4|z + 3

(z =3+ <4((z+3)* + %)

22 — 62+ 9+ y? < 42? + 24z + 36 + 44>
22+ 1024+ +9>0
(z+5)*+y* > 16

|2+ 5% > 16.

1ot

L’ensemble cherché est 'extérieur du disque de centre le point d’affixe —5 et de rayon 4.

Exercice 8. Résoudre dans C les équations et le systéme suivants :

a) 22 =2, b) 22 = -2, c) 22 = -2,
2 _

d) 22 =z, e) 23 =1, f) {z2—w
w? = z.

Pour la question ¢), on pourra commencer par développer (z — 1)(2% + z + 1).

Solution. Ici on utilise sans plus de procés la propriété bien connue :
dans C, un produit est nul si et seulement si 'un des facteurs est nul.

Soit z € C.
a) On a :

Z2—v2=0

P=2 = -2=0 < (2-V2)(2+V2) =0 < {ou
z24+v2=0

donc les deux racines carrées complexes de 2 sont V2 et —v/2.

b) Il suffit de trouver une racine carrée, la suite de la résolution se déroule comme ci-dessus — et
montre que 'autre racine carrée est 'opposée de la premiére. Pour le produit de —1 par 2, on
exprime séparément —1 comme un carré — le carré de ¢ — et 2 comme un carré — le carré de v/2 :

2= —1x2=ix V2 = (iV2)”
donc iv/2 est une racine de —2 et :
P=2 = 2 (-2)=0 = 22— (V2)"=0 = (- ivV2)(z+iV2) =0

de sorte que les racines carrées de —2¢ sont V2 et —in/2.

c) Premiére solution (en trichant). On se souvient qu'on a calculé en CM : (141i)? =1 —1+2i = 2i.
Pour trouver —2i a la place, il suffit d’exprimer —1 comme un carré :

2= —1x 2= x (1+i)? = (i(1+4)° = (=1 +i)?

donc les racines carrées de —2¢ sont —1 + i et 1 — 3.
Deuziéme solution (la plus naturelle). On cherche z sous la forme z = x + yi avec = et y réels.

Alors 22 = 22 — y? + 2zyi donc
r=1lety=-—1
22:—2i<:>x2—y2+(29:y—|—2)i:0<:>{ <= {ou
r=—lety=1.



Ainsi les racines carrées de —2¢ sont 1 — 7 et —1 + 1.

Troisiéme solution. On procéde essentiellement comme dans la deuxiéme solution mais on ajoute

'équation redondante |z|? = | — 2i| :
) e — Y+ 2xyi = —2
2= 2 — y‘ ) Y ,
|+ il = | - 2i
{xz —y' =0 (L1)
= (2xy=-2 (L)
%+ y2 =2 (L3)
2 _
=1 3(L1+ Ls)
— y2 =1 %(—Ll + Lg)
xy = —1 (L2)
[x =lety=-1
<~ ou
r=—-lety=1.
Ainsi les racines carrées de —2¢ sont 1 — i et —1 4 1.
d) On cherche z sous la forme z = x + yi avec z et y réels :
2 _ .2 2
22:2<:>x2—y2+2xy2:m—y1<:> oy . S
2xy = —y (2x 4+ 1)y = 0.

La deuxiéme équation donne deux cas :
— soit y = 0, auquel cas 0 = 2> + z = x(r + 1) dolz =y =0ou [z = —1 et y = 0], ce qui
fait deux solutions complexes : z =0 et z = —1;
— soit 2z + 1 = 0, c’est-a-dire y? = % et z = —% + @z
e) On a:

z—1=0

P-1=0= P -1=:-1)EF+2+1)=0 <
z2+2z+1=0.

Deux solutions raisonnables pour la deuxiéme équation.

Premiére solution. On cherche z sous la forme z = x+yi avec x et y réels. Alors 22 = x? —y?+2zyi
donc I'équation équivaut successivement & :
2 2
. -y +r+1=0
2~y 14+ 2oy +y)i=0 = Y
2z + 1)y = 0.
Ainsi, y = 0 ou z = —1/2. Si y = 0 la premiére équation devient 2?2 + x + 1 = 0, équation qui

n’a pas de solution réelle (calculer le discriminant ou étudier les variations ou mettre sous forme
canonique). D'ott z = —1/2, puis y> =2 + 2+ 1 =1 -1 +1=3 et y = £/3/2. Dot les deux
VR

Deuzieme solution. On met sous forme canonique en reconnaissant dans z2 4 z le début d'un

carré :
2yog1= (241t 2—1+1— +1 8
z z = z 2 4 = z 2 4
2
1\? 1 1
_(Z+2> _<\g§’b> —(22—‘1‘2—?2) <z+2+\é§z>,etc

Au bilan, trois solutions : {1, —

solutions attendues, —% +

N[
+
15
|
=
|
15
——



f) Supposons que (z,w) soit solution du systéme. Alors

donc z(z3 — 1) = 0. Ainsi, 2 est nul ou 2 est solution de 'équation précédente. On calcule w = 22

dans chaque cas et on vérifie que les couples obtenus fonctionnent, ce qui donne quatre solutions :

1 3
z=w =0, z=w =1, Z2=1W=—=+ —1, Z—u_J——Q—\Q[z'. O]

Exercice 9. On note

1. Calculer j2 + j +1 et j3, puis j*.
2. Déterminer les racines carrées w et —w de j, puis les racines carrées ( et —( de w et enfin les
racines quatriémes de j.

3. Dessiner tous ces nombres dans un plan muni d’un repére orthonormé.

Réponses. 1. Ona:
2 1 @Z — 7.
] = 2 =73
PHi+1=0;
PP=Ji=1;
it=J
2. En cherchant sous la forme x + yi, on trouve +w = % + @z = Fj.

Avec j* = j on voit que j2 = +w. Ou bien on bourrine & nouveau.
Les racines quatriémes de j sont j, j = j2, w = —j et W = —j.

3. Voir dessin.

N
€l

FIGURE 4 — Racines carrées et quatriémes de j

Exercice 10. 1. Déterminer les racines carrées des nombres complexes suivants :

a) z =7+ 241, b) z =9+ 401, c) z=1+1.
2. Résoudre dans C les équations suivantes :
a) 22 = —2v/3 + 2i, b) 2% =3 — 44, c) 22 +32—2i=0.
Réponses. 1. Premiére salve :

V2
a) z=T7+24i: £(4+3i);  b) 2=9+40i : £(5+4i); ¢ i\g (¢2+\/§+7:\/2—ﬂ).
2. Résoudre dans C les équations suivantes :
a) compliqué... b) £(2 — 1), c¢) i (double) et —2i.



Solution. Dans cet exercice, on utilise la méthode générale standard sans fioritures, consistant a ré-

soudre 22

a) On a :

Ainsi les racines de 7 4+ 247 sont 4 + 3¢ et —4 — 34.
b) On a :

Ainsi les racines de 9 + 407 sont 5 + 47 et —5 — 44.

22 =742 —

22 =9+ 40 — {

= A en cherchant z sous la forme z = x + yi avec z,y € R et en ajoutant I’équation
redondante |,z:|2

|A|. Une fois pour toutes, si z = x + yi et A = a + bi (avec a,b € R), alors

22 =% — 9?4 2zyi et

= |7 + 244|

-yt =7
= 2;1:yz24
22+ y? = VT2 +242 =

7+25 =16 = 42

.’IJ B

— {y :—7+25 9 — 32
xy =12
r=4ety=3

<~ ou

r=—4dety=-3.

|22 = |9 + 40i]
2 —y?=9
= Qxy =40

|A| = Va2 + b2.

z? fy + 2zxyt =7+ 241

V625 = 25

2% — y? + 2zyi = 9 + 40i

22 +y? =92 4402 =
[m _9+41:25:52

= Y= 7—9+41 =16=42

xy = 20

r=5ety=
<~ ou

=-Hety=—4.

V1681 = 41

Pour I'anecdote (et retrouver ce qui a été fait en groupe B), les racines de 9 — 40i se trouvent par
la méme méthode ou bien, une fois qu’on a celles de 9 + 40, par conjugaison : en effet, sachant
que (£(5+ 4@'))2 = 9+ 40i on tire que (£(5 — 42‘))2 =9 — 40i.



c) On a:

22 —y? +2xyi=1+1
|2]* = |1+

{12:1/ =1 (L)
— (2zy=1 (L2)
2242 =V12+12 =2 (L3)

{ \/+1

T = \/\f;l et y = \/—\/52_1
< ou
T = —1/ \/52“ et y=— —‘/5271.
2+1 2—-1 I\V/2 1 2—1
Ainsi les racines de 1 4+ 7 sont \/\[+ —1—2\/\[ +

Comme on le verra, la partie réelle et la partie imaginaire sont \/i cos § et \f 2sin g 0

Exercice 11. 1. Déterminer une racine carrée de A = 32 — 243.

2. En déduire les solutions de 1’équation 222 — (2 + 6i)z — 8 + 6i = 0.

Réponses. 1. £(6 — 2i).
2. 244, —1+ 2.

Exercice 12. Résoudre dans C les équations suivantes :
a) iz? 4+ (1 — 5i)z — 2+ 6i = 0,
b) (14 2i)z% — (9+ 3i)z + 10 — 5i = 0,
c) z* +1022 +169 = 0.
Réponses. 1. Discriminant : A = —2i = (1 —4)?; solutions : 2 et 3 + 4.
2. Discriminant : A = —8 — 6i = (1 — 3i)?; solutions : 2 — i et 1 — 24,

3. Discriminant de 2% + 10z + 169 : A = —576 = (23 X 3i)2 ; solutions : —5 4+ 12¢. On a a résoudre
22 —y? = —beta?+y? =13, dotx=+2et y =43, doi les quatre solutions : +2 + 3i.
NB : discriminant réduit! de 22 + 10z + 169 : A’ = 25 — 169 = —144 = (124)?; solutions de
22 + 10z 4+ 169 : —5 + 12i; on termine idem.

Module et argument

Exercice 13. Soit z € R.
1. Calculer cos(3x) en fonction de cos(x), puis sin(3z) en fonction de sin(z).

2. Linéariser sin*(x) puis cos(z) sin*(z).

Exercice 14. Soient n € N* et § € R. Calculer

U, = Z cos(kf) et V,, = Z sin(k0)
k=0 k=0

1. Le discriminant réduit de az® + 20’z + ¢ est A" = b'> — ac; si 8> = A, les solutions sont alors (—b' + ') /a.




Exercice 15. 1. Calculer le module et un argument des nombres complexes suivants :
C1+iV3 V6 —iv2

a) u=—3, b)v=1-1, c) w=——F—, d) z=——7°—.
) ) yw=t )

2

2. En déduire le module et un argument de uw et .

Exercice 16. Soit z = /2 + V3 4+ iv/2 — V3.

1. Calculer 22, déterminer le module et un argument de 22 et écrire 22

sous forme trigonométrique.

2. En déduire le module et un argument de z.

T

3. En déduire une expression de cos {5 et sin {5.

Exercice 17. 1. Donner la forme trigonométrique de (1 + i)™ pour tout n € N (utiliser la formule
de Moivre).

2. En déduire une expression trés simple de (1 + )™ + (1 — 7)™

Racines n-iémes
Exercice 18. Soient z € C* et n € N*. Il existe exactement n nombres complexes w vérifiant w” = z.
Ces nombres sont appelés les racines n-iémes de z.

1. Représenter dans le plan complexe les six racines sixiémes de 1 et les quatre racines quatriémes
de —1.

2. Soit m > 2 un entier. Déterminer les n — 1 racines du polynéme complexe 1+ 2z 4 22 4 - - 4+ 271,

Exercice 19. Déterminer I'ensemble des racines n-iémes des nombres complexes suivants :

a)z:e’%”pourn:& b)z:ei% pour n = 4, c) z=—1 pour n = 5.

Exercice 20. (Comparer avec exercice 9.)
1. Déterminer les racines cubiques de 1 et les représenter dans le plan complexe.
—1+iV3

2
3. Exprimer les racines cubiques de 1 en fonction de j.

2. On note j = . Montrer que 1+ j + 52 =0.

Exercice 21. (Comparer avec 'exercice 9.)

1. Donner les solutions complexes de z* = 1.

s 1 V3

2. Résoudre dans C I’équation z —5 Tt
Exercice 22. Résoudre dans C les équations suivantes :
a) 20— (3+2i)22 +2+2i =0, b) 2" =%,
c) 2°—2=0, d) 27(z = 1)0 + (2 + 1) = 0.

Exercice 23. Soit ¢ € C tel que |¢| < 1.
1. Montrer que |z 4 ¢| < |1 + ¢z] si et seulement si |z| < 1.

2. On notera D = {z € C, |z| < 1} le disque unité et C' = {z € C, |z| = 1} le cercle unité. Montrer
que I'application

f: D —- D
z4c
I G s

est une bijection pour laquelle f(C) = C.

Exercice 24. Soit f:z — % définie sur C\{—3,0}. Calculer f(1 —i)et f(1+1).
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Exercice 25. Soit z = . Calculer 2%.

V3+i
Exercice 26. 1. Calculer cos?(z)sin®(z) en fonction de sin(z).
2. Linéariser cos*(z).
Exercice 27. 1. Donner les solutions complexes de z* = 1.
2. Résoudre dans C Péquation z* = —% - z§

3. Résoudre dans C l'équation 28 + (—% + ’L@) 24— % - z@ =0

Exercice 28. 1. Déterminer les quatre nombres complexes a, b, ¢ et d différents de 1 qui sont
solution dans C de 'équation 2° = 1.

2. Montrer que pour tout nombre complexe z, on a 1+z+ 22+ 23+ 2% = (2 —a)(z —b)(z —c)(2 — d).
Exercice 29. Sachant qu’elle admet une racine réelle, résoudre dans C I’équation suivante :
B (1-30)22—(6—-1)2+10i=0
Exercice 30. Résoudre dans C I'équation 125 + (1 + 3i)z% 4+ 8 4+ 8i = 0.
Exercice 31. On considére ’équation suivante :
334 (2-9)22+32-3+i=0 (E)

1. Montrer que I’équation (E) admet 2 solutions réelles.
2. Résoudre (E) dans C

Exercice 32. On considére la fonction f suivante :

f: € —» C
z = z(1-2)
1. Déterminer les points fixes de f, c’est & dire résoudre f(z) = z.
2. Montrer que si ’z— %‘ < 3, alors }f(z) - %} < 3.

Indication : on pourra remarquer que z(1 —z) = (z — 5) (5 — 2) +

Exercices du chapitre 1 du livre qui peuvent étre utiles pour s’entrainer :
— exercices 1, 2, 3, 4, 5, 6;
— exercices 8, 9, 10, 11, 12;
— exercices 21, 22, 23, 24;
— exercices 30, 38.

Vous pouvez aborder aussi les autres exercices du livre : plus d’exercices vous traitez,
plus vous serez entrainé-e!
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