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1l est rappelé que la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements entreront
pour une part importante dans l’appréciation des copies. Les réponses aux exercices dotvent donc
étre clairement rédigées. Le détail des calculs doit apparaitre sur la copie. La présentation doit
étre la plus soignée possible. Enfin, si vous pensez avoir repéré une erreur d’énoncé, signalez-le
sur la copie et poursuivez votre composition en expliquant les raisons des initiatives que vous
avez été amené a prendre. La calculatrice est interdite.

Exercice 1 Soit E 'espace vectoriel sur R des applications continues par morceaux de [0, 1]
vers R. Soient F' et GG les sous-ensembles de E formés respectivement par les applications avec
intégrale nulle et les fonctions constantes sur [0, 1], c’est-a-dire

F:{fEE:/Olf(a:)dxzo} et G={p.:ceR},

ol on a noté p.: x — c.

1. Vérifier que F' et G sont des sous-espaces vectoriels de F.
SOLUTION. Montrons que F' est un sev de F :

— la fonction constante 0 appartient a F', car fol 0dz =0;
siAxeRet f,g € F, alors

[os+o@ar= [ 2@ +o@de =2 [ f@des [ gxar=o,

=0 =0

dou A\f +g€ F.
Montrons que G est un sev de E :

o est la fonction constante 0 et appartient a G;
— si A€ R et g, g € G, alors pour tout x € [0, 1],

(Apa + @) (x) = Apa(x) + 0p(T) = Aa + b = ©raqp(T),

c’est-a~dire A\p, + p = ©rqrp, qui appartient a G.
2. Montrer que £ = F & G.
SOLUTION. Pour montrer que E = F @ G, on vérifie que FNG = {pp} et que E = F + G.

— Si une fonction f appartient a F' et a G, alors elle est de la forme f = ¢, pour un
certain ¢ € R et satisfait 0 = fol ve(z)dr = ¢, dont ¢ = 0, et donc f = ¢p. Il s’ensuit
que FNG = {po}.

Pour montrer que £ = F + G, on considere une fonction arbitraire h € E et on trouve
f € F et . € telles que h = f + .. Notons que, pour tout r € R,

/(;l(h —¢p)(z)dz = '/01 h(z)dz — 7.

En choisissant ¢ = /01 h(z)dz et f = h — ¢, il découle de I’égalité ci-dessus que
fol f(x)dz =0, c’est-a-dire f € F. De plus, f + ¢ = (h — ¢¢) + ¢ = h. On a ainsi
trouvé f € F et . € G satisfaisant h = f + .



Exercice 2 Décomposer en éléments simples sur R la fraction rationnelle

5X +1
X3 - X'

SOLUTION. On remarque d’abord que le degré du numérateur est strictement inférieur au degré
du dénominateur, donc cette fraction a partie entiere nulle. On procede alors a la factorisation

du dénominateur
X3 X=XX?’-1)=X(X-1D(X+1).

La DES sera donc de la forme

a+ b n c _5X—|—1
X X-1 X+1 X3-X’

(%)

ou a, b et ¢ sont des réels a déterminer. Pour calculer a, on multiplie par X a gauche et a droite
de cette égalité, et on évalue en 0 (la racine du polynéme X)

. bX . cX
a=l|a
X -1

X +1

X+ 1]X:0: {(X - DX +1) X:OZ b

De la méme fagon, pour calculer b on multiplie (x) par X — 1 et on évalue en 1 (la racine de
X -1)
[ 5X +1 }
= |+ = 3.
X(X+1)]x,

Enfin, pour calculer ¢ on multiplie (%) par X + 1 et on évalue en —1

On a ainsi trouvé
5X +1 1 3 2

XX X X_1 X+1

Exercice 3

X2 -3
(X +1)2(X2+1)
SOLUTION. On remarque d’abord que le degré du numérateur est strictement inférieur au
degré du dénominateur, donc cette fraction a partie entiére nulle. Le polynéme X2 + 1 est
irréductible sur R, car ses racines sont +i. Il s’ensuit que la DES cherchée est de la forme

1. Décomposer la fraction rationnelle en éléments simples sur R.

a . b +cX+d_ X?2-3
X+1 (X+1)2 X241 (X+1)2(X2+1)

(%)

avec a, b, c,d € R a déterminer. Pour calculer b, on multiplie cette égalité par (X + 1)2 et
on évalue en —1

cX +d X2-3

b= [a(X T+ S (X 1)2]X:1= [(X2+1)]X:1: ~1.

Pour calculer ¢ et d, on multiplie (x) par X2 + 1 et on évalue en i

2 _ _
X2+1)+cX+d} — [X?’} :—4:22'.
X=i (X+1)2 5 20

a

X241
X+1( D+

cird=| X2



On trouve ainsi d + c¢i = 2¢ et, comme c et d sont réels, cela donne d = 0 et ¢ = 2. Enfin,
pour calculer a, on multiplie (x) par X et on évalue la limite a +o0

I ax n —x n 222 I 3 — 3z
im = lim
sotoox+1  (x+1)2 2241 a5+t (w4 1)2(22+ 1)
~—— ——
—a -0 —2 -0
d’ou a + 2 =0, c’est-a-dire a = —2. La DES cherchée est donc
X?-3 2 1 2X

(X +1)2(X2+1) _X+1_(X+1)2+X2+1'

2. Calculer l'intégrale

4 33'2 -3
/ 57 3 dx.
0o (x+1)%(z2+1)
SOLUTION. Par le point précédent et la linéarité de 'intégrale,

4 z? -3 4] 4 1 1 2y
do = —2 do— [ ———d 4.
/0 @+ 12@2+1) /0 s 1 /0 (@ +1) x+/o 21

Or,

4 1 4
/0 — = do = [ln(z + D]y = In(5)

et

4 1 14 1 4
/dx:—[} ————
0o (x+41)2 r+1], 5 5

J}((;)) dz, on f(z) =22 +1,

Ensuite, on remarque que la derniere intégrale est de la forme f04

et donc T
xT 2 4
/0 o dz = [In(z* 4 1)], = In(17).

En mettant tout cela ensemble, on obtient enfin

4 xQ _3 ,
| i & = 07 —2m) — ¢

Exercice 4 Montrer que

N

xn
lim ———dx =0.
n—+oo Jo 24 coszx

1

2
n n
0 T« (1>
2+ cosz 2

[ o< Q) -6)"
0< [ s——< [ (5) =(5
0 2-+cosx 0 2 2

1 n+1
Comme lim (2) = 0, alors on déduit que :

n—-4o00

SOLUTION. On a 1 <2+ cosz, et donc pour 0 <z < 5,on a:

Donc

. 2
lim ——dax =0.
n—+oo Jo 24 cosx

Exercice 5 Pour tout n € N*, on pose

1 1 d
I, = —duxz.
/o (22 + 1) v



1. Calculer I;.
SOLUTION.

1 1
I :/0 m2+1dx: [arctanx](l]: %

N

2. A Paide d’une intégration par parties sur I,,, montrer que pour tout n € N*,

2n —1 1
Iny1 = o I, + prTESE

SOLUTION. On fait une intégration par parties sur I, en prenant u(x) = @ et

V() =1. On a u/(x) = —(9323_'% et v(x) = x. Donc

1 1 T 1 1 2nx?
I":/ 2 = 2 _/ 2 7 de
o @+ L@*+1)"], Jo (22+1)"

1 1 x?
1 /1x?+1—1
0

=on T Qn. (22 + 1)n+l

dx

1+2/1 L4 2/1 ! d
= — n ————dx —2n s dz
omn 0 ($2 + 1)n 0 (SL‘Q + 1)n+1

1
= on + 2nl, — 2nl, 4+

Alors, on a :

1
2nlp1 = (2n— DI, + o

Donc, on déduit :

2n—1 1
Inr = 2n In n2ntl’
3. En déduire la valeur de Is.
SOLUTION. Par 2., pour n =1, on a :
1 1 1 =« 1 T 1
Lh=-LH+—===-X—-—4+-=—=+4-.
2=t =gy ti=3 g



