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Session 2 — Corrigé

Exercice 2

Posons N = , de sorte que A = 2I3 4+ N. On peut calculer immédiatement

o O O
S O =
S W N

0 0 3
N2=(0 0 0| puis N3>=0.
0 0 0

Par ailleurs, les matrices 213 et N commutent, donc on peut appliquer la formule du bindme pour calculer
A" = (213 + N)™. Compte tenu du fait que N® =0, on a N¥ = 0 pour tout k > 3, et donc

A" = Z (TL) 2n7k:Nk _ 2n13 +n2n71N + 7’L(7’L — 1)

L CONTENZ = [ 4 2" IN 4 n(n — 1)2" 3 N2
k=0

En utilisant les écritures explicites de N et N2, il vient finalement

on p2nl 2.p2n1 4 3p(n —1)273 2" p2nl p2n 4 3n(n —1)203
Ar=10 2 3n2n-1 =lo 3n2n-1
0 0 on 0 0 on

Exercice 3 N

1. Remarquons déja que ' € R* et que 0 € F puisque 0+0+2-0—0 = 0. Soient maintenant A € R, ainsi que
X = (z,y,2,t) et X' = (2/,y/,2',t') deux vecteurs de F. On a alors \X + X' = Az + 2/, \y+y', Az + 2/, X+ ¢)
et

Mz+2)V+Qy+y)+202+2) - M+t =No+y+2z—t)+ (2" +y +22 - ).

Ces deux derniéres parenthéses valent 0 puisque X, X’ € F. On a donc (Az+2')+(Ay+y")+2(Az+2")— (At+t') =
0, ce qui montre que AX + X' € F.
On a donc montré que F est un sous-espace vectoriel de R*.

2. Puisque x +y+22 —t =0 <= t =z + y+ 2z, on a immédiatement

F={(z,y,z,x+y+22)|z,y,2 € R} = {2(1,0,0,1) + y(0,1,0,1) + 2(0,0,1,2) | z,y,2 € R}
= VeCt(61,62,63),

oue; =(1,0,0,1), e =(0,1,0,1) et e3 = (0,0,1,2). Cela montre que (e1, e2, e3) est une famille génératrice de
F. C’est aussi une famille libre car si Adje; + Agea + Azes = 0, on a (A1, A2, Az, A1 + A2 +2A3) = (0,0,0,0), d’on
A1 = A2 = A3 = 0. Tout cela montre que (eg, eq, e3) est une base de F.

3. On peut remarquer que (3,—1,—2,—-2) € Fcar3—1—-2-24+2=0et (1,3,-1,2) € Fcar 1+3-2—-2=0.
Par conséquent, G C F et donc FFUG = F. D’apres la question précédente, F'U G est un sous-espace vectoriel
de R%.

4. D’apreés la question 2, F est de dimension 3, et on a dim H = 1. Ainsi, on a dim F+dim H = 4 = dim R*. Pour
montrer que F et H sont supplémentaires dans R?, il reste donc & montrer que FNH = {0}. Or, soit X € FNH.
Puisque X € H, il existe A € R tel que X = (A, )\, 2\, \). Ensuite, puisque X € F,ona A+ A+2-2X— A =0,
d’ott A = 0 puis X = 0. On a donc montré que F N H C {0}, et I'inclusion réciproque est évidente. On a donc
montré que F et H sont supplémentaires dans R?.



Exercice 4
1. Soient A € R et P,@Q € R3[X]. On a alors

uAP+Q)=BX+1)(A\P+Q)+ (1 - X)(A\P+ Q)
=BX+1)AP+Q)+(1-X*)A\P' +Q)
=A(BX+1)P+(1-XHP)+ (BX+1)Q+ (1 - X*)Q)
= Au(P) + u(Q).

Cela montre que u est une application linéaire. Pour montrer que u est un endomorphisme de R3[X], il reste
a montrer que si P € R3[X], alors u(P) € R3[X]. Pour un tel P, on a deg((3X + 1)P) =1+ degP < 4 et
deg(1 — X2)P' =2+ deg P’ < 4, donc degu(P) < 4. Or, si P = aX?®+bX? + X +d, le coefficient de X* dans

u(P) = (3X + 1)(aX® +bX?* + X +d) + (1 — X?)(3aX? + 2bX +c)
est égal a 3a — 3a = 0. Il ne reste donc que des termes de degré < 3. C’est ce qu’il fallait démontrer.

2. On calcule u(1) = 3X + 1, u(X) = 2X? + X + 1, u(X?) = X? + X2 + 2X et u(X?) = X3+ 3X?, et on en
déduit que

1100
31 2 0
M 0 2 1 3
0 01 1
3. Echelonnons M en lignes. Tous calculs faits, cela donne
1 0 0 -1
, [0 1 0 1
M=eem M=t 6
0 00 O
d
Soit maintenant P = aX? +bX? +cX +det £ = IC) . On sait d’apres le cours que P € keru si et seulement
a

ME = 0, si et seulement si M’ = 0, c’est-a-dire

d—a=0 d=a
c+a=0 ou encore c=—a
b+a=0 b= —a.

Ainsi, P € keru si et seulement si P est de la forme P = aX® —aX?+aX +a = a(X? — X2 — X + 1), avec
a € R. Ainsi, keru = Vect((X3 — X2 + X + 1), et (X3 — X2 — X + 1) est donc une base de ker u.

4. Comme u est un endomorphisme d’un espace de dimension finie, on sait qu’il est surjectif si et seulement s’il
est injectif. D’aprés la question précédente, on a keru # {0}, donc u n’est pas injectif. Par conséquent, il n’est
pas surjectif.



