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Cursus préparatoire : algeébre 2, analyse 2

Feuille n° 6 : Fractions rationnelles

Exercice 1 Décomposer en éléments simples sur R les fractions rationnelles suivantes :

X2 42X 45 X?+1 1
A= x e P P T m o aw YO xm oy
D)= g ¢ PO =gy ¢ PO = gy

Exercice 2 Décomposer en éléments simples sur C les fractions rationnelles suivantes :

1 X
AX)= —————— ; B(X)=
(X) X?2+X+4+1 7 (X) (X —1)(X2+1)2
1 P(X)
C(X)= ; X)= u PeC,_1[X].
( ) (X+1)(X3+1) ) ( ) Xn_la ou S 1[ ]
Exercice 3 1
Décomposer la fraction X1 en éléments simples sur C puis sur R.

Exercice 4

1 1
1. En décomposant en éléments simples la fraction rationnelle F(X) = m, calculer Z m

2. Calculer de maniére analogue les sommes suivantes :

n n

1 2k—1
kzlk(k+1)(k+2) ' Zl+k2+k4 Zk

Exercice 5 (x)
1

Calculer la dérivée d’ordre 28 de la fraction rationnelle FI(X) = XX 1)

Exercice 6

1. Soit F(X) = PX) yine fraction rationnelle irréductible de C(X). Montrer que si a est un pole simple de F', alors

Q(X)
s partic volai e A o est P(a)
a partie polaire associée a a est ——————.
Q'(a)(X —a)
n—1
2. Soit n € N*. Décomposer en éléments simples sur C la fraction Xn 1
Exercice 7 (x)
n—1 2
Soit n € N. Pour k € N, on note wy = e2*7/" Ecrire la fraction rationnelle F(X Z X sous forme
— wp,
k=0

irréductible F(X) = EX

~—

@

Exercice 8 (x)

P
On rappelle que C[X] peut-étre vu comme un sous-espace vectoriel de C(X) grace & I'identification P(X) = PX)

pour tout P € C[X]. Montrer que V = {F € C(X) | deg F' < 0} est un sous-espace vectoriel de C(X), puis montrer
que C(X)=C[X]|& V.



Exercice 9 (x)
Soit H I'ensemble des fractions rationnelles F € C(X) telles que F () = F(X).
1. Montrer que H est un sous-espace vectoriel de C(X).
. J CX) - H

linéaire injective.

) . Montrer que ® est bien a valeurs dans H, et que c’est une application

3. L’objectif de cette question est de montrer que ® est un isomorphisme.
(a) Montrer que, pour tout P € C[X], il existe R € C[X] tel que R (X + &) = P(X)+ P (%).
(b) Soient F' € H et P,Q € C[X] tels que F' = g soit la forme irréductible de F'. Montrer que

)
5

P(X) P(x) PX)+P(
1) QX)) +Q(

el

(c) En déduire que ® est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

Le saviez-vous ¢ On identifie en général les premiers énoncés du théoreme de décomposition en éléments simples dans
deux textes indépendants de 1702, 'un di & Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) et 'autre & Jean Bernoulli (1667-
1748), et tous deux dévolus & la question de l'intégration des fractions rationnelles. Ce théoréme a été la source de
réflexions de ces mathématiciens sur le théoreme fondamental de 1’algebre, qui n’avait pas encore été clairement énoncé
a cette époque.



