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ATTENTION ! LA RÉDACTION MATHÉMATIQUE ET LA PRÉSENTATION DE VOTRE
COPIE SERONT PRISES EN COMPTE DANS LA NOTATION.

Exercice

On note I =
∫ 1

0

x3

1 + x6 dx.

1. Calculer la décomposition en éléments simples sur R de F (X) = X

X3 + 1.

2. Calculer l’intégrale
∫ 1

0

u + 1
u2 − u + 1 du.

3. En déduire que I = 1
6

(
π√
3

− ln 2
)

.

Problème

Pour tout n ∈ N, on pose an =
∫ π/2

0
cosn t dt et bn =

∫ π/2

0
t2 cos2n t dt.

1. (a) Calculer a0 et a1.
(b) Montrer que an > 0 pour tout n ∈ N.
(c) Montrer que (n + 2)an+2 = (n + 1)an pour tout n ∈ N.

2. (a) On rappelle que pour tout t ∈ [0, π/2], on a t ⩽
π

2 sin t. Montrer que 0 ⩽ bn ⩽
π2

4 (a2n − a2n+2) pour
tout n ∈ N.

(b) En déduire que lim
n→+∞

bn

a2n
= 0.

3. (a) Montrer que pour tout n ∈ N, on a a2n+2 = (2n + 2)
∫ π/2

0
t sin t cos2n+1 t dt.

(b) En déduire que a2n+2

n + 1 = (2n + 1)bn − (2n + 2)bn+1.

(c) En déduire que 1
(n + 1)2 = 2

(
bn

a2n
− bn+1

a2n+2

)
.

(d) En déduire enfin la limite de Sn =
n∑

k=1

1
k2 , quand n → +∞.


