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Formulaire : On rappelle la fonction caractéristique d’une loi gaussienne standard N (0, 1),
pour tout t ∈ R,

ϕN (0,1)(t) = e−
t2

2 .

On rappelle aussi que l’ensemble des variables aléatoires sont définies sur un espace de
probabilité (Ω,A,P).

Exercice 1 Limite variables aléatoires

Soit (Xn)n≥1 une suite de v.a.i. de loi

Pn =
C√
n

(δn + δ−n) +
(
1− 1√

n

)
δ0.

où C ≥ 0 est une constante.

1. Calculer la constante C pour que Pn soit une mesure de probabilité.

2. Calculer pour tout n ≥ 1, E(ln(|Xn|+ 1)).

3. Montrer que la suite (Xn)n≥1 converge en loi vers une limite que l’on déterminera.

4. Calculer P(Xn ≥ n).

5. En déduire que la suite (Xn)n≥1 ne converge pas presque sûrement.

Exercice 2 Encore une limite !

Soit (Xn)n≥1 une suite de v.a.i.i.d. à valeurs dans R2 de même loi que (Y, Z) ∈ R2, de loi

P
(
(Y, Z) = (−1,−1)

)
=

1

2
, P

(
(Y, Z) = (1, 1)

)
=

1

4
et P

(
(Y, Z) = (1,−1)

)
=

1

4
.

1. Donner la loi de Y et de Z.

2. Donner la loi de
√
Y 2 + Z2.

3. Calculer la moyenne et la matrice de covariance du vecteur aléatoire (Y, Z) ∈ R2.

4. Montrer que la suite de variables aléatoires suivantes(√
n
(X1 + · · ·+Xn

n
− E

(
(Y, Z)

)))
n≥1

converge en loi et identifier la loi limite.

5. La loi limite admet-elle une densité par rapport à la mesure de Lebesgue ? Si oui, donner
la densité.
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Exercice 3 Un vecteur gaussien

Soit (X1, X2, X3) un vecteur gaussien centré dans R3 de matrice de covariances

Γ =

 3 1 0
1 2 0
0 0 1


1. Donner la loi de X1 et (X1, X2).

2. Que peut-on dire des variables aléatoires (X1, X2) et X3 ?

3. Soit a ∈ R, le vecteur (X2, X2 + aX1) est-il un vecteur gaussien ?

4. Donner la moyenne et la matrice de covariances du vecteur aléatoire (X2, X2 + aX1).

5. Trouver un réel a ∈ R tel que X2 et X2 + aX1 soient indépendantes.

6. Le vecteur (X1, X
2
2 ) est il un vecteur gaussien ?

Exercice 4 Calcul de loi

Soit un couple de variables aléatoire (X, Y ) à valeurs dans R2 de densité

fX,Y (x, y) =
4

5
(1 + xy)1[0,1](x)1[0,1](y).

1. Calculer les lois de X et de Y .

2. Calculer E
(
X1X< 1

2

)
.

3. X et Y sont-elles indépendantes ?

4. Calculer la loi de X+Y , on pourra donner sa densité par rapport à la mesure de Lebesgue
sous forme d’intégrale.
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