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1 Vecteurs et sous-espaces orthogonaux

Soit (E,(-,-)) un espace préhilbertien réel (c’est-d-dire un R-espace vectoriel de dimension
quelconque muni d’un produit scalaire). On note || - || la norme euclidienne associée. Tout ce
qui suit reste valable pour un espace préhilbertien complexe (c’est-a-dire si E est un C-espace
vectoriel muni d’un produit scalaire complexe). Le produit scalaire va permettre de définir la
notion d’orthogonalité (qui correspond & la notion usuelle lorsque £ = R™ et que (-,-) est le
produit scalaire canonique).

Définition 1.1.

o

o

On dit que x,y € E sont orthogonaux, et on note x Ly, si (x,y) =0.

On dit qu’un vecteur x € E est orthogonal a un sous-espace F' de E, et on note x 1 F, si
(x,y) = 0 pour tout y € F.

On dit que deux sous-espaces vectoriel F' et G de E sont orthogonaux, et on note F' L G, si
pour tout (x,y) € F x Gon a (x,y) =0.

Soit m un entier. On dit qu'une famille de points {xi,...,%,} de E est orthogonale si
(x4,%;) = 0 pour tous ¢,j avec 1 <i,j < n et i# j. Side plus (x;,x;) = 1 pour tout i, on
dit que cette famille est orthonormée.

Remarques.

La condition (x,y) = 0 est équivalente a (y,x) = 0 (aussi bien sur R que sur C).
F1G«<GLlF.

x 1 x = x =0, par définition du produit scalaire.

Le vecteur nul est orthogonal & tout point de F (puisque (x,0) = 0 pour tout x € F).
De méme, si F' = {0} alors F' L G pour tout sous-espace G de E.

Si (eq,...,ey,) est une famille libre orthogonale, on peut la rendre orthonormée en normali-
sant chaque e;, c’est-a~dire en remplacant e; par e;/||e;|| pour tout 4 (le vecteur ainsi obtenu
est de norme 1).

Exemple(s)



o Dans R™. La base canonique (e1,...,e,) de R™ (muni du produit scalaire usuel) est une
famille orthonormée : si i # j on a (e;,e;) =0 et (e;,e;) =1 (pour4,j =1,...,n).

o E = C([0,27,R]) avec (-,-) défini pour f,g € E par (f,g9) = 027T f(t)g(t)dt (exemple en

dimension infinie). Alors la famille constituée de la fonction constante égale & 1 et des
fonctions x — cos(nz) et x — sin(nz) (pour n entier > 1) est une famille orthogonale.
Indication : Utilisez les formules cos(a) cos(b) = (cos(a + b) + cos(a — b)) /2, sin(a) sin(b) =
(cos(a —b) —cos(a+b))/2 et sin(a) cos(b) = (sin(a + b) + sin(a — b))/2 pour pouvoir calculer
les intégrales mises en jeu.

o En prenant le méme espace que précédemment, la famille constituée de la fonction constante
égale & 1/v/27 et des fonctions = +— cos(nx)/\/m et & — cos(nz)/\/7T pour n > 1 est
orthonormée.

Remarque. On verra que tout R-espace vectoriel # {0} admet une base orthonormée (voir
Partie 3).

Proposition 1.2. Soit n un entier > 1 et {x1,...,X,} une famille de point non nuls deux ¢ deux
orthogonauz. Alors cette famille est libre.

Démonstration. Soient A1,..., A, € R tels que z := A\1x7 + -+ + A\px,, = 0. Montrons que les \;
sont tous nuls. Pour ¢ =1,...,n, comme z =0 on a

0=(x;,2) = (X, \iX1 + - -+ AnXp) = M (X, X1) + - + A (X4, X))  (par linéarité)
=04+ + XN(xi,x5) +---+ 0 (car x; L x;8ii# )

= )\z <Xi7 X1'>.
Or x; # 0, donc (x;,%x;) > 0 (définition du produit scalaire). On en déduit que \; = 0 pour
t=1,...,n,donc {x1,...,x,} est libre. O
Notation. Etant donnée une famille {x;,...,x,} de points de E, on note Vectg(x1,...,X,), ou
simplement Vect(xy,...,X,) s’il n’y a pas d’ambiguité sur le corps de base, 'espace vectoriel

engendré par les x;.

Proposition 1.3. Soient n,m des entiers > 1 et X1,...,Xn,¥1,-..,¥Ym des vecteurs de E. On
pose F' = Vect(x1,...,x,) et G = Vect(y1,...,ym). Alors

(1) FLG<= (x; Lyjpouri=1,...,netj=1,...,m)

(2.) Si FF L G, alors FNG = {0}.
Démonstration.

(1.) (=). Par définition, si F' L G alors x; L y,; pour tout 4, j.

(«<). Supposons x; L y; pour tout 4,j. Soit (x,y) € F x G. Alors il existe des scalaires
Aly-eos A €t g, ..., b € R tels que

XxX=MxX1+ -+ AXy et y=pmyr+ o+ pfhnYm.

Par bilinéarité du déterminant + hypothese d’orthogonalité entre les x; et les y;, on trouve

m m m n m n
(x,y) = <X’Zlﬁjya‘> = nilxy;) = Zuj< Z)\ixi;y]’> =3 ) wihifxi ;) = 0.
j=1 j=1 j=1 i=1 j=1i=1 —

Donc on a bien F' L G.
(2.) Supposons F' L G et soit x € FNG. Alors _x 1 x (& (x,x) =0), donc x = 0. D’ou
<~

EF e
FNG = {o}.



Définition 1.4. Soit X C E une partie de E. L’orthogonal de X, noté X', est 'ensemble des
vecteurs de E orthogonaux a tous les éléments de X, c’est-a-dire

Xt ={yeFE|vxeX, (x,y)=0}
Etant donné x € E, on note plus simplement x* & la place de {x}*.

Proposition 1.5. Soit X C E. Alors X+ est un sous-espace vectoriel de E. De plus, X+ =
Vect(X)*.

Remarque. Pour tout sous-espace X de E, par définition on a X 1 X1

Démonstration. Notons d’abord que 0 € X . Soient maintenant y,z € X+ et A\, € R. Alors
pour tout x € X, on a

(x, Ay + pz) = Ax,y) + p(x,z) =0,
puisque (x,y) = (x,z) = 0 par définition de X*. Donc \y + pz € X*. Cela montre bien que X+

est un sous-espace vectoriel de E.

Montrons maintenant que X+ = Vect(X)*. Comme X C Vect(X), on a Vect(X)+ C X+
(voir la propriété 2. de la Proposition 1.6 ). Réciproquement, soit y € X*. Alors pour tout
x € Vect(X), il existe un entier k¥ > 0 et des vecteurs xy,...,xx € X et A\1,..., \x € R tels que
X =MX; + 4+ MXp. Commey € X+, ona (y,x;) =0pouri=1,...,k dou

(v, x) = (y, Mix1 + -+ Aexp) = My, x1) + -+ Ay, xi) = 0,
ce qui implique y € Vect(X)+. Donc X+ C Vect(X)*, d’ou I'égalité (par double inclusion). [

Proposition 1.6. Soient I',G C E deuzx sous-espaces de E.
1. {0}t = E et E+ = {0}.

Si F C G, alors G- C Ft.

F C (FH)* (avec égalité si dim E < o0).

FL + Gt C(FNG)* (avec égalité si dim E < o).

FLNG+ C(F+G)* (avee égalité si dim E < oo).

S fo e

Démonstration. (Laissée en exo durant le CM).
Le cas des égalités en dimension finie sera fait plus tard (argument de dimensions reposant sur
la formule dim F+ = dim E — dim F' qu’on verra plus tard).

1. Pour tout x € E, on a (0,x) = 0, donc x € {0}*. D’out la premiere égalité. Soit maintenant

x € E+. Alors comme x € E, on a (x,X) = 0, ce qui n’est possible que si x = 0. Donc
E+ = {0}.

2. Supposons F' C G. Soit y € G*. Alors pour tout x € G, on a (x,y) = 0. En particulier,
comme F C G, pour tout x € F on a (x,y) = 0. Doncy € F*. D'ou G+ C F+.

3. Posons H = F*. On a F' | H, donc étant donné y € I, pour tout z € H on a (z,y) = 0,
ce qui implique que y € H+ = (F1)+. D'ou F C (F4)*.

4. Soient x € F- + G*. On peut écrire x = xp + Xg avec Xy € F+ et xg € G*. Alors pour
tout y € FNG, on a

(x,y) = (xr +xc,y) = (xry + (xa¢y) =0,
—— ——

=0cary € F =0cary € G

d'ou x € (FNG)*. Donc F 4+ G+ C(FNG)*.



5. Soient x € F+ N G*. Alors pour tout y € F + G, il existe (yr,yg) € F x G tel que
Yy=¥Yr+yg, etona

v, x)=(yr+vye.x)= (yr,x) + (yo,x) =0,
S~—— ~——
=0 car x € Ft =0 car x € G+

d’ott x € (F + G)*. Donc FX NG+ C (F+G)* .

On retiendra que si E est de dimension finie et F, G sont des sous-espaces de F, on a :

(FHr=F, (FNG*=F-+G* et (F+G)*=F"nGh

Avertissement. En dimension infinie il faut étre prudent, les dernieres inclusions peuvent étre
strictes!
Pour la culture. On considére E = C(]0,1],R) muni du produit scalaire (f,g) = fol fg. Soit
F ¢ E le sous-espace des fonctions polynomiales sur [0, 1]. Alors F+ = {0}, et donc (F+)*+ = E,
dow F G (FLyL

L’égalité F+ = {0} repose sur le théoréme de Weierstrafl (qui dit que pour tout f € C([0, 1], R),
pour tout € > 0, il existe un polynéme P tel que |f(t) — P(t)| < e pour tout ¢ € [0, 1]). Ce résultat
n’est pas exigé dans ce cours.

2 Théoréme de Pythagore

Soit (E, (-,-)) un espace préhilbertien réel (c’est-a-dire un R-espace vectoriel de dimension

quelconque muni d’un produit scalaire). On note || - || la norme associée a (-, -).
Proposition 2.1. Soient k > 2 un entier et eq,...,e € E.
1. e1 L ey si et seulement si |le; + ez* = |le1]]® + ||e2]|*.

2. SI (ey,...,ey) est une famille orthogonale, ALORS |ley + -+ +ex||* = |ler||> + - + |lex|?
(attention, la réciproque est fausse si k > 2).

Dessin.

€2

e; + ez

€1

Démonstration.

1. On part de la formule
ler + o[ = [ler]|” + 2(e1, e2) + [lez*.

On a donc |le; + ez? = ||e1]|? + ||ez||* ssi (e1,e2), ce qui est équivalent par définition a
(31 1 €9.



2. Supposons (e, ..., e) orthogonale. On développe ||e; + - - - + e||?>. Comme pour tout i # j
on a (e;,e;) =0, on trouve

k k
ler + - +exl” = <Zeiazej> = Y leie) =) (eie) = Z e .

i=1  j=1 1<i,j<k i=1

Si vous n’aimez pas les sommes doubles, un raisonnement par récurrence marche aussi.
O

Pourquoi travailler dans une base orthogonale? Supposons dimFE = n < oo et que
(e1,...,ey,) est une base de E. Soient x,y € E et z;,y; € R tels que x = > z;e; et y =
Z?:l 1;€;. En général, on a la formule :

(x,y) = Z z;y;(ei, e;) (= Z Tiyj(ei, e;) sur C).
1<i,j<n 1<i,j<n

o Sion suppose (eq,...,e,) orthogonale, alors (e;, ;) pour tout ¢ # j et la formule précédente
se simplifie en

n n
(x,y)=> wzyileie;) (= Ty;le;e;) sur C).
i=1 i=1
En choisissant y = e; (avec i = 1,...,n), on trouve (x,e;) = z;(e;, e;), donc

o (x,€;)
O

Retenez que dans une base orthogonale, on peut retrouver les coordonnées a partir des
produits scalaires avec les éléments de la base.

o Si on suppose (er,...,e,) orthonormée, alors on a en plus (e;, e;) = 1 pour tout i et donc
n n
(x,y) = inyj (= Z@yj sur C).
i=1 i=1
On a aussi z; = (x,e;) pouri =1,...,n et
n
1% = (x,x) = Z || (valable sur R comme sur C).
i=1

Moralité. On a envie de travailler avec une base orthogonale ou orthonormée.

3 Orthogonalisation : procédé de Gram-Schmidt

Soit (E,(-,-)) un espace préhilbertien réel (c’est-a-dire un R-espace vectoriel de dimension
quelconque muni d’un produit scalaire). On note || - || la norme associée a (-, -).

But : Transformer une famille libre (eq,...,e,) (typiquement une base) en une famille orthogo-
nale.

Proposition 3.1. Soit (e1,...,e,) une famille libre de E. Alors il existe une famille libre ortho-
gonale (f1,...,£,) de E telle que

Vect(eq,...,e;) = Vect(fy, ..., f;) pouri=1,...,n.

Plus précisément, on a f; = ey et pourk=1,...,n—1,
" (ensnf)
fk+1 = ek-‘rl — Z Wf] (31)
j=1 VRN



Quelques remarques.

o On peut demander & ce que la famille (fi,...,f,) soit orthonormée. Dans ce cas, il faut
normaliser a chaque étape en posant

k

g1 . (ert1, £))
fr1 = Ol gyl = €41 — —fj.
Igk+1ll’ ; (t;.£)

On peut aussi normaliser a la toute fin de I'algorithme en remplagant chaque fj, obtenu par
£/ Ik -

o Evitez d’apprendre la formule (3.1) par coeur, mais retenez comment la retrouver rapide-
ment ! (c’est-a-dire comprenez la démonstration).

o On retiendra en particulier que fj est égal a e, qu’on modifie en ajoutant une combinaison
linéaire des précédents...
Démonstration. Pour k = 1,...,n on écrit A = Vect(eq,...,ex). Notons que puisque (eq,...,e,)
est libre, ona A1 G Ay & --- G A,
On procede par récurrence sur k. Soit P(k) la propriété “il existe une famille libre orthogonale
(fy,..., 1) telle que Vect(fy,...,f;) = A; pouri =1,...,k"
Initialisation. Pour k = 1, c’est vrai avec f; = e;.

Hérédité. Supposons P(k) vérifiée pour un k entre 1 et n—1. Montrons P(k+1). Par hypotheése
de récurrence, il existe (fi,...,fx) libre (et orthogonale) et telle que Vect(fy,...,f;) = A; pour
i =1,...,k. On cherche f;1 tel que

Aj + Vect(egy1) = Ag1 = Vect(fy, ..., fr41) = Vect(fy, ..., ;) + Vect(fi11) = A + Vect(fr41).

Comme Ay, G Agy1, nécessairement un tel fy11 doit vérifier 511 ¢ A = Vect(fy,...,fx), et
donc (fy,...,fr11) sera automatiquement libre. Il ne reste donc qu’a construire fj 1.

Idée. On essaie de construire fy; 1 & partir de eg41 en le “redressant” pour le rendre orthogonal
a Ag. Pour cela, on va écrire fi11 = epy1 — g avec g € Ag. Le dessin ci-dessous illustre le cas
k=1.

fo=e1—g

Comme ep41 ¢ Ag, un tel fri11 n’appartient pas & Ay mais appartient a Ay + Vect(egt1) =
Ag41. Donc Ay + Vect(frr1) = Akt1-

Comme Ay est généré par les (eq,...,ex) aussi bien que par (fi,...,fy), on peut écrire g
comme combinaison linéaire des e; ou des f;. On a vu dans la partie précédente qu’il est beaucoup
plus agréable de travailler avec une famille orthogonale pour les formules, donc naturellement on
va choisir d’écrire g a ’aide des f;.

Soient A1,..., A € R. On pose fy41 = €x11 — Zle Aifi. Alors fi, ;1 est orthogonal a f; pour
j=1,...,kssi (frq1,f;) =0, ce qui se réécrit

k
0= (f1,65) = (ers1 — ZAM} (e £) = D N (i f)) = (enrn £) — Mj(£5. )
=1 M
=0sii#j



On trouve donc la condition fy1q1 L £ ssi A\; = (eg41,f;)/(f;,f;) (remarquez que (f;,f;) # 0
puisque f; # 0). Dot la formule (3.1). Par ce qui précede (fi, ..., fr+1) est bien une famille libre
qui engendre Aj41, d’ott P(k 4+ 1). Ceci conclut notre récurrence. O

Corollaire 3.2. Tout espace Euclidien admet une base orthogonale (et méme orthonormée).

Corollaire 3.3. Soit (E,(-,-)) un espace euclidien de dimension n. On note || - || la norme eu-
clidienne associée. Soit (-, ). le produit scalaire usuel sur R™ et || - ||2 la norme associée. Alors il
existe un isomorphisme d’espace vectoriel ® : E — R™ qui préserve le produit scalaire, c’est-a-dire
tel que pour tous x,y € E, on a (®(x),P(y))e = (X,y). De maniére équivalente ® préserve la
norme, c’est-a-dire que | ®(x)||2 = ||x]|.

Remarque. Cela signifie que (F, (-,-)) s’identifie & R™ muni du produit scalaire usuel.

Démonstration. Soit (e, ..., e,) une base orthonormée de E (existe d’apres le corollaire précédent).
Soit (f ...,f,) la base canonique de R™. On définit ® par ®(e;) = f; pour ¢ =,...,n. C’est bien
un isomorphisme (envoie une base sur une base). Soient x,y € E et x;,y; € R (pour i =1,...,n)
tels que x =Y.' | x;e; et y = >, y;e;. Notons que ®(x) = (z1,...,2n) et D(y) = (Y1,---,Yn)-
De plus, comme (eq,...,e,) est orthonormée, on a vu que

<X7Y> = szyz = <q)(x)7(b(y)>c

O

Corollaire 3.4. Soit E un espace Euclidien et F' un sous-espace de E. Alors F+ est un supplé-
mentaire de F, c’est-a-dire E = F @ F+. En particulier, dim F- = dim F — dim F.

Démonstration. On pose n = dim F et m = dim F. Soit (eq, ..., e, ) une base de F' qu’on complete
en une base B = (ey,...,e,) de E. On orthogonalise B par le procédé de Gram-Schmidt en une
base orthogonale (fi,...,f,) de E vérifiant

Vect(fy, ..., f,) = Vect(ey,...,e,) = F.

Posons G = Vect(f, 41, ..., f,). Comme pour j = m+1,...,n le vecteur f; est orthogonal & F', on a
G C F+. Par ailleurs, comme FNF+ = {0}, on a dim F'+dim F+ <dim E, donc dim F+ < n—m.
Or G a dimension n —m et G C FX. On en déduit que G = FretdimF+r=n—m. O

Ezercice 3.5. En utilisant le résultat précédent, montrez que si E est un espace Euclidien (donc
de dimension finie) et F, G sont deux sous-espaces de E, alors (FY)t = F, (F+G)t = FtnGt
et (FNG)t =F++G*t.

Démonstration. D’apres la Proposition 1.6, on a déja I'inclusion F C (F*+)+. Or, d’apres le corol-
laire précédent, en posant H = F* on a

dim(F*+)t = dim H* = dim E — dim H = dim £ — dim F* = dim E — (dim E — dim F) = dim F,
d’ott Iégalité.

De méme, on a FX + G+ C (FNG)* et FX NG+ C (F + G)*. On déduit de la deuxiéme
inclusion que

dim(F*+ N G*) < dim(F + G)*.



Rappelons qu’on a aussi les formules dim(FNG) = dim F+4dim G —dim(F+G) et dim(F++G*) =
dim F+ + dim G+ — dim(F+ N G*). En partant de la deuxiéme avec ce qui précéde, on obtient
dim(F*+ 4+ G*) = dim F* + dim G+ — dim(F+ N G*)

> dim F* + dim G+ — dim(F 4+ G)*

> (dim E — dim F) + (dim F — dim G) — (dim E — dim(F + G))

> dim F — (dim F + dim G — dim(F + G))

>dim F — dim(F N G)

> dim(F N G)*.

Comme F* + G+ C (FNG)*, on en déduit Iégalité.

Finallement, en appliquant I’égalité précédente avec F'* et G & la place de F et G (et puisque
(FHYt = Fet (GH)* =G, ona F+G = (F+nGY)*L. En appliquant 'orthogonal de chaque
coté, cela livre (F + G)* = F-nG*. O

Exemple. (Orthogonalisation de Gram-Schmidt dans R?® muni du produit scalaire usuel). Soient
e; = (1,0,1), eo = (1,1,1) et e3 = (—1,—1,0). Orthogonalisez la base (e1, ez, e3) en suivant le
procédé de Gram-Schmidt.

On commence par poser f; = ey. Ensuite, on cherche ensuite f5 sous la forme e; — Af; de sorte
que (f3,f;) = 0. Cela donne la condition

0= (fy,f1) = (ea — My, f1) = (eq, f1) — A(f1, 1),

et donc
(€2,f1) Ix1+1x041x1

(fi,fi) 1x1+0x0+1x1

A:

Dot fo = ey — f; = (0,1,0). On cherche enfin f3 sous la forme ez — My — ufy vérifiant (f5, f5) =
(f3,£1) = 0. Cela donne

<e3)f2> — ;1 - 1 ot — <e37f1> _ ;1
.6) 1 H

A= :
(fi,f1) 2
dot f3 = e3 + o + 1f; = (—1/2,0,1/2).

Avec un peu d’habitude, on peut écrire directement

(e2,f1) (e3,fa) 0
(f1,f1) (f2.5) 2 (f1,f1)

Base normalisée. Pour avoir une base normalisée, il faut diviser chaque f; par sa norme. On a par
exemple ||f;|| = \/(f1, f1) = V/2, et donc on va remplacer f; par f; /||fi|| = f1/v2 = (1/v/2,0,1/1/2).
Pour f; on trouve ||fy]| = 1 (déja normalisé). Enfin, on a ||fs]| = /1/4+1/4 = 1/v/2, et on
remplace f3 par f3/[/fs]| = V2 x f3 = (—/2/2,0,v/2/2). Finalement, la base normalisée obtenue
est

f2:e2— f1:-~- et f3:e3—

(1/v/2,0,1/v/2), (0,1,0), (—v2/2,0,v2/2).
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