
#4.5Intégration des fractions rationelles de sinus etcusinus 28/03

Aricey
I =F(sinx.csx) dyonF(X,4) =P(X,4) avec P,QERRIX,4] ANALYSE 2

a(X, 4) ↑

des polynômes on deux variables.

Brt:réduire aux intégrals sur des fractions rationelles J=IF(x) dy etP,eR [X]

Rq:Ce n'est pas tjs la meilleure méthode pour résoudre I, mais sa marchet

OdV ("de Weierstrass", mais utiliseavantpar EULER):u=tan()

du=(tan())'dx =(1 +(m))dx =dx=Faz de
tanx)=c32x Etatet

I

Souventmeilleure

cos(x) =cs (2 .) =21 - cs -Fast=I cos(x) = 1 - u2

1 +u

1+tan)

-in=zu 2u
sin (x)=sin (2. ) =2. sin (E). cos (E) =2cosl 1+u

sin(x) =

1+u

tar(l 1+Han)
Rappel:

tan()
sin (22) =2. sind. cosd

cos (22) =cos-sin220-1 =>Ife)rer de But accompli
Pythagorean Identity-> cos" par
tan (22) =2 tan(a) ! F(u)

1- tan? (C)

Exple:I=isine de

·Méthode 1 (sans Weierstrass-plus rapide, mais plus diff.àtrouvel
Il CV

six dx =

-I:I =iinx x * 1-sinx
=- sinx dx

1- Sin x

1- sin* =LOSX

IS 1 dx
- S Sin x dx-.*i=1Jcaje*

sx
/

cos x
S

une 0

·

Methode,plus moins me rative tanfl
tan() tan()

1 2 1
-Is au =2 inteda=2 ute

8

=2 -21

ta ↓ simplification

tan()+1

en etent

2 sinner. Serme:
2-te

e+2x+1 tan() =-1
V

2-E ~commeavant

Preuve:(du Lemmel
tan (2. =) =tan () =1

3
S:=tan,

mais àl'autrecôte:

tan (2.) =2. tan() 1 =26

1- tan?(*) 1 -32

1 -3 =26=6+26 - 1 =0

3,2 =
- 1 =2 =tan() = - 1 +r



I.2 Equations differentielles linéaires de premier ordre ytay-b a,be OCI

I.2.1 Problème Homogene (y'+,y=0) (pour l'étaped

Thum:Toutes les solutions de (*) sontde la forme y(x) =[.exp(-A(x)
pour une primitive Ade a etEER constante d'intégration.

Rq:1) Soit une autre primitive de a.

Alors A(x) =E(x)+C. CERR

etdonc y =C.exp(A(x) =(exp(-A(x) -c) =

=Ceexp(-E(x) =>forme de inchange.
=: CEIR

2) Souvert la for. "exp" va disparaître de la solution en simplifianteten utilisantque

expoln =id.

Exple:xy' +zy =0

3 verification:

~>a(x) =3.A(x) =2.(ex)) =

en(x)y =e-exp(x4x)) =x
<pour I cR* ou Ic R*- x.(f) +2.1 =-2.x.5 +2. =0

#2.2 Des solutions particulières (pour l'étape2

Rq:Sia(x) =a =cste. de (*), souvent ily a des autres methodes pr traver se sol, part.
Exple:y' + By=x.e(cf. y=xey(x) =(x.edx wit I.P.P soitf(x) =(Cix +()e).
Essayons y(x) =((C) ex, y' =(ex+c +fz).e

E=>y+3y =(+(x +(+4()=xe4x+=x=
Ypart (x) =1 (4x - 1) ex

16

Il fauttrouver une seule solution du ph. donné, cad donc y' +a(x)-y =b(x) (*)

Méthode 1 (plus simple, mais exceptivelle):déviner une solution. CEIR

Methode 2 (methode générale, fonctionne tjs):la variation de la constante, yrm(x)=C.y(x)-y(x)=((x). y(x)

Commencerons avec un exemple:

x.y' +2y
=4 3 icmethode 1 marche facilement, on voitpart (x) =2

Commenttrave-ton casavec methodez? ->

yInjectex L
7

La méthode de la variation de la constante: sinegioM
+4

Suit (x) une solution du pb. hom y'+ acxI.y =0,
s'annule!! - c.f. ci-dessous!

alors Ynom(x)=2.5(x), CER, la solution gen. du pl.hom.
->Ipas y part !On regarde y(x) =((x).5(x) ds leg. (*). () C(x) =4x =((x) =2x

-(a) =>y,art(x) =2x2 =2

y(x) =C(x).y(x) +((x).y(x)
alors (*) avec (a) donne Rq:Àretenir---
C'(x). f(x) +((x).y(x) +a(x). [(x).y(x) =bx )= ⑪ y

+
a(x).y =b(x) > a(x)-y(x) =b(x)

=((x) -y(x) +((x)(y(x) +a(x).y(x)] =b(x)=3 *y(x)
=((x).y(x) 3

-
=> ((x).(x) =b(x) 0 (par construction!)
alors, on trame:C'xs=bY me integration habit

pour ((x)

&
on le connaît.



#. 2.3. La solution générale - elle contient une cate.

y(x)
=

yyau(x) =y part (x)
+ynou(x) y,(x):GY CEIR

E ⑱ (Yo(x) +2.y(y0) =yo)
Si l'on a des conditions initiales,

y (xo) =yo -> Sa permetde fixer C.
&données

#.3 Des eq's diff. Iin. de deuxième ordre àcoeff. const
y"+p.y' +qy

=b(x), p.q - R

(*)

I.3.1.Pb. Hom.
(Is reduire à bip+ q =0y"+p.y +q.y=0

()y(x) =e ou, pour le moment, be
D.

·cast:so draines 61,32EI

y(x) =Cie
*

+(ex ·Ca.Cz EIR

· (as2:0=0 une seule d. 31 =62

y(x) =(C1 +(2.x).ex

· cas3:820, d1=atib, 32 =1 =a- ib a,belR

y(x) =C.e".c) (bx) +Cze.sin(bx)

y=(x) =e
axibx

=e" [ros(bx) 1;sin (bx)
Rq:

Re(y,,(x) =eix.cs(bx) =y +(x)+y- (x)

Im(yy(x)) =je.sin(bx)=iy +(x),y- (x)

Exples:
1) y"- 2y' +y =03,, =110 =11

(=0)

=>y(x) =(C +(2.x)ex

2) y"+3y +2y =0 -y(x) =Cie
+(z.e

3)y"- by +11y =0 - 61,2 =3 =i -y(x) -ciecos(rx) +(resin(x)

↓


