
#.5Des Suites Récurrentes 21/02/23

ericey
f:D + R IcD tq.I (lintervalle Istablepar rapport à f). ANALYSE2

[ Tru Non-Exemple:f: * R, x= lu(x) et. p.ex. Mo =2, Mr
=((2) - 1

e= In(lu(z)) < 0
y
=x

*It.g. () le n'estpas définie.-i
ensis2

8-

Propi
1)Sif croissantesur I, alors la suite feulneixdéfinie par SAL estmonotone [wissamaetEuro
Let une version onestcroissante).

2) Si f estdécroissantesur I, alors les suitesextraites(Uniner, (Wal newon Un =Man

Wn =M2n +1

Preuve Par

1) fY soitenun =>A FerrenMatten Frein
(similaire sile sol

a) F :for croissante etsensWire=F(wel
=> (Vel, (W) manotone (pour

Supposons que U1IVo (=> Vnx)
#

fale)ete

Wo =M1, W1 =ls alors

My =M1=> W1=No alors Wns
↑

Def:f:Dy - IRetx= Dy g. f(x =x

Alors xestun lixe
de fo

Rappel.Sif estcontinue sur Ietmun-lai alors lestPFde f.
car Mn+1

=f (en)
I
l

↓ cunt. de f
f(l) -

- La rapiditéde la convergence d'unesuite.

Def:(unineixt.q. im Mn=RERR, EnUne

etsupposons que lin Eit= KEIRt. K
... coefficientde la convergence e

leute

Convergence generique



Exples:trois suitesn avec l=0.

1) Un= 1, En = 1

n

n-1(en)neiN*) E = -11-1

convergence lente (aussi pour Mn=1
nn,
k- IN*)

2) Mn =(2) =EE -e =i =2 =

convergence géométrique

3) Un=1, Mate
= 1. Mim Ent1

=0

n! Un n
En

Convergence rapide

Def:f:I-Rcontractante.
si JkeJ0.1[tg. F(x,y) =I2:(f(x) - f(y)) =k(x-y)
--

A doitêtre str < 1 P

Rq.f contractante => (f(x) - f(y)) < (x-y) f(x,y) =I2
i*!

Samme:8:IRderivable t.g. SEP If(x)) =R 1,alors of estcontractante.

Preuve:(x.y) =I2 8 (2x, cont. flyxyzdeau.
TAF => (f(x) - f(x)) =(fxlx -) =k/xy).

interable comparte4xz]x,y)

Thum:du pointfixe:Iintervalle fermeI:[a,b] or I
=[a,02, ...)

8:I-I contractante => 1) 5! PFle I,
etcontinue a) lin en l

3)convergence géométrique

Preuve:(pour I =(a,b])
1)

a

â.~ graphe(1)D.Fpar Thin de ValeurIntermédiaires (TVI) pour q(x) =f(x) - x

a b

(g(a) =f(a) - a =0,g(b) =f(b) - b =03c:g() =0(=f(x) =c)1

y=x

· Unicitédu .F. LilePF's
11 +lz
(l -() =(f(b) -f((z)) =c/lil) - Hez) alors le= 12

Rq.8:I-I continue quelconque -> Ides pts. fixes (prerve comme ci-dessous

in 3P.F. If nestcontractantel



récurrence

2)ll=If(an) -f(e)1 =klae) => Ien-el =k". (uo-lle0=anlen

En+1 En

3) Ent Ik, avec Re J0,14 -convergence geometrique.

K

#.5.2. Des Exemples /SolEx dEst-ce que of estcontractantesur I?

My (f(x)) =1 xx =(0,1]
1) f(x) =1(x -1) 4.I

=[0,1]= 4 F contractantesur I

(in 81):f(x) =(x-1) =0 srI dyn/salPF.
Motivation géométrique en applicantle the du PF!

Erph(f)
fs,f(x) =4.f(1) =0 =xim(t)=) =(0.7) - I. de

15 I Thm den PointFixe

alors Istable pour f. =>I le I, P.F. etlig Untl

· Il reste àcalculer l:f(l)=(l -1) =(l- 21+1) =l

22 -61 +1 =0 11,2 =31 =38

le[0,17:Ialors 1 =3-8

ethim Mn=3--> (2) du Thm P.F.

TAF=f(x) -f(y) =f(x)(x -y)(x,y =Iz)

-z]x,yz
=>(f(x) - f(y)) =(x -y)F(x.y) I2

2) f(x) =(x - 1) 2 2=40 -I(0,1]
#(f(x) =kz]0,15Xxe(0,1)I n'estpas

im (H=):àpas applique en the da p. I
1-
- ↳ I n'estpas contractante. -d

I I bornese
2 -1

4. On a besoin d'une R J0,12 strictement

↳dep.F

8 , sur I p?(Vn). (Wil saut minotunes (de sens opposes)
Vo =Mo =2:M1=f(2) =1 Un=Man, Wa=Mante VnY, Vn =1=7lilim Un =l1

Vr =- X1 =1 =
unx (Majorie)

1-5

vi =un=f(x) =f(t) =

I was Wrb. Wni, Ile: in Wn=e

mais lette etalas (un)gepas!
1-

Vn 4, vo =2. VnE1 => lie[. 1] =>litle
·1 wiee,Wn =0 =lc =[0,1]
Ile[0,1] p.F. => (Ex. àvors:Ma. 1 =1,1 =0)



of. Cours

3):=Fiche 3, ex.

f(x) =3,x2,u =I E =[0,0[ =R+, I =(0,5)

6.1 a) f(x) =- x =0 pour
XeE als f

6.1b)f =x,f(0) =z3,f(5) =0fI) =(0,z] -[0,5]r

(2**) alors Mnt1=f (un), Mrz sien Définie
~

6.1)f()=32 =
1=242- 3 =

0,2
=1+43 =(

x+pX +

q
=0

alors =1, on observe que 1 c[0,55] I p =2 q= -3 I
=>X1 = -q

6.2 Consiquence de la prop. ci-dessous:
[Men), [Mante) noture
pour voir quide deux suitesextraitesestcroissante.

ur =1,m =3.4 =b:-sets-carManEVnX
sans,etMante=Wrb

6.3 Man=VnT maginerpar 5 =>711 =[0,55] tadi Man=le
Monts minorer0 => Ila lim Mante=Rz

n+0

En générale on ne peutpas en déduire que le =lr =etque Un Laverge (cf. Ex.2!!!)
6.1C)

Mais icile =1= Mn <li-k =Mn+1=1 =lim Mr=1

I
n-

Preave:plusieurs withodes, icion monturaqure seule:

Observati(=Min+1 =f(un) -() =>1 =f(l) =3-x)
tec

2

n-0

12 si
r

=f(la) =
3-x)

lim Un =21 2

Wn =Rz · Artre Méthuche:=Mant2 =

une Dejezecene-etl1

et f estcontinue

L
(1 +li)(k - l1)

7h, 12. Mais Est-ce qu'eux st égaux??

:-> Hz - re)(le+1 -2) =0
cas1:l2-m =0w

(ns2:+h1 =2 =l1 =2 -12

=>l1 =2-l =3 - (l) =1- 22 +(li) =0
2 -- la litt

21 =2 -12 =1 Texam



#. 5.3 Methode de Newton - utile pour TP Phytra!
But:Trouver des approximations des racines d'une fonction f.(f(x) =0)

L'idée:
N gph(f) Supposons ftCCI). reI, f'O de I

M

f(xn) =0
761

·f(xI 1 x+1 ↳I X
I-

Xn+2

Thum:d'intersection:

f(xn) =
f(xn) c=> xn

-xn+1 =f(xn) Mm frct. (2(2 fois derivable) => Continue
1 xn-xn+1 f(xn)

Thum:Iouverte, f= (I,1), JreIt.g.f(x) =0.f(x) =0 Xx= I.

grp(f)
=>7d>0 tg. [r-d, r +d] ==EcI +9

M

I d
1) X xoc E, en(Xn) =r
2) Convergence rapide E

Preuve: g(x) =x - b, g(x) =A- f(x) - f(x)f"(x) =f(x).fi(x)
(f(x))- (f(x)(2

Salors g' =be")
fac =g =ct(I,R)

=>g(r) =0(**)3f(r) =0 =g(r) =r =) west em P.F. de la fonct g gic C (continuel.

Ref. Continuité
(**) =f(x76x0:(x-r) -8) (g(x) - g((ri) =(g(x)) - E

. Soit k =30,15 si =h. S =d:(() xe+])
E

g((x) <k x=E

=>g estcontractante sur I etrp.F deg.

2) Ent =Xn+ -

r =g(Xn) -r =

=Xn - f(x) - r =

f(xn)

=(Arl. 1 - 1 < exe /
alors him Ente

=> 0 ↑ -
En f(xn) Xn-w En

↓ Convergence- ↓

1 f(r)

Lie -,
Rapide

0



I.5.4Des suiteslinéaires d'ordre 2

Unt2 =2 Mn+1 +Un, NoMe données, on cherche Mr. (d.EIK données)

Rappel récurrente lin d'ordre A

Mute=r.Un => Mn= r".4o

(Rq.f(x) =x=3estune racine de fl

Notation:p=-c,q
=
- B

f(x) =x+px +q, =p24qk =
--q

r et a des racines.

Thum:1) Soit+0 => V +rz

parUn =A. (re)"+B. (re)"

I avec A =M-Mora etB
=u0-A)Un-rz

2) Soit =0 =>m =r2 = hypothise
-

parUn =(A +nB)" A =Mo

S is =y - u)
Preuve: 1) ilsuffit de vérifier que Mn=west une solut si re [re,re}

(linéanté!)

Unt==rrC.r +Br =14/-pr- q)3 pr+ q -car est
une racine de f.

2) Calcul directe(a vors!)



Pour le début de la mien.
b

"Sf(x) dx gph(f)

↳Ex(2,3) ↳"
2) Integration par Parties:
IPP (Ex.7,8)

b Notation:

Sa= {ecx.rixisyr(uivree [F(x)]==F(b) - F(a)

Soit plus simple
soit similaine

àI

EtorIaedx=[xe. -Sie"dx=e-o- [ex].=e-(e-z) =1
-

Simple

Vx=exu(x) =1,v(x) =ex

2 Sexx)dx=]dx=3h3-2h2-1

3In3-2In2 -1x =1

u(x)-(n(x),x(x) =1

u(x) =A.V(x) =x


