
*3Developpements limites etformule deTaylorse-----g
Ideeapproximer autour d'un pointune fonction f:I-R pour des polynimes
· (f-c · Pr un polynôme de degrém
· P(N =() +(d(x-xo · P(x) =a0 +an(x-x0) +ac(x -xr)... +an (x- xo)

pour continuer faisons pour to=0 dabord
4. (x) =anx* eton ventque 8 "Yos= (P.") (0) Frk =0,...,

(cad:f(o =Pn(0), f/10) =Pn(0), etc).

E
o en

a(RI)anx) =a.e!+o(x) -> Pr (0) =ace!, lan

Exple:n=3, l=1 =(at+ax+aex) =Anit
alors:SoitkIn, P=(0) =b!-am =f (0) =am=f =Pu(x) =fx =

Ref:Soit fc&" (1,1)
Notation:

C'estle polynôme
alors son polynôme de Taylor Tr,Yx):=de Taylor àlorden **ex...
aNotI estTr.(x) =tex-xa pour la fonction f

en Xo =0

Rq:1) sur la rotation:
Si c'estclaire desquels xo et/ou f on parle,

2) onSimplifielanoble(x)=
tu(x)=Tnx(x)=Tr,xe

f(0) x==Pn(x) avec la notation, on observe queTro(x)=
Pr(x) =4.(x)

T4x(x) =fr) (x- xo*=P(x- xo) Cf. motivation ci-dessus

=- fixr).
onP(x)=[8"(x0). x*

k!

Def:Un polynômePr(x), de degren, satisfaisant que f(x)=Pu(x) +((x-xoit estappeléun developpementlimite

DL) àl'ordren, de la fact. f.
Rq:Sil IPr estunique.

Tristeinget
alors

OM le polynôme de Taylor (d'ordren) donne un D. L. def.
axo (et d'orche n).

Ref:Suit fe&"(I,R), x,x. I
alors on appelle Rn(x)=Rnx.(x) :=f(x) -Tn,x(x) =f(x) -Tn(x)
e rested'ordre n.

formule de Taylor-Lagrange.
Thrm: 3x0,x5 si x > NoE wix<xr A.g. RE,xx)=bs, x-xosu2)JSt 3x.xot Rq:Cci-dessus n'estpas

nécessaire pour les points ci-dessus

3)formule du resteintegrale RP.x(x) =Ei!x-tf at pour 2) on a une généralisation
de TAFque l'on obtientpour n=1:

Corollaire:L'inégalitéde Taylor-Lagrange. Dans la notation du TAF on a

Sif=MmEM XxEI, alors R(x) =Mn (x-xo)" plus précisement:
(n+1)!

Thun:Soit acb, fec" (a,b]), f-8(a.bI), alors ]Ja.b[ t.q.f(b) =agast?



Preuves.(partielles)
1) n =0 Tn(x)=f(x0) n=1 R1(x) =f(x) -f(x) - f(x)(x- x0)
f(x) =f(xr)+Ro(x) ilfact m.g. M.g. Re(x) =0((x-xx) =(x- x0).0(1) fect

Ro(x):o?? c'estune conséquence simple de feCo
ERox -en (f(x -f(x) =f(x)-fexx =0.

En din Rex-bifix-fixa)
EnR En-... -

"I"
2) Utiliser theorence du Rolle (ou thm. phu precisel
3)Par récurrence:
n=0:f(x) =f(xx) +ff(t)dt

sellyae yf(x) =fx)
n=n+1 l'hypothese:Tn(x) +Rn(x) =f(x)

- deest
Tate(x) +Rn(x)=(x-xo-ets!Sex-ts at M(t)=(x-t),v(t)

n+1

=>(x-xo).
u(t)==(n+1)(x-t),v(t) =f(t)

Tex(x-x.)=T(x) +Rf(x) Witf"at(xxa"Rex
alors (*)n+1

Exples:
1) f =exp, x =0

Tx) =exp" (0).xe=k!

exp-exp
exp(0) =e =1

2) f =exp. x=2
Méthode 1:Tux-(x-2=prote
(dif de Tr)

Méthode 2:f(x) =e*=e
**

=ee*
avec * =X-2

en utilisant
x +2=x =0

le resultatpour Xo
=0

f(x =ee=e(, +o(t) =el
Souventla mith. 2 estbap. plus rapide. Ile résultatde 1) - o(x-z)

x =0
=xo

3) f(x) =(1+x)ix =0 fix =a (1+x) f(x) f(0) =1

2-RINN f'(0) =2

f"(x) =c(a - 1)(1+x)*2 f"(0) =a(c- 1)

- f(x) =a(x-1). ....(a - k+1)(1+x)a
kf40)=x(c-x)...(a-k +1)

Notation:(i) = =a.ca-1)....(c- k+) on observe que pour C=nEA.(nt....Cakx)
=nt

k! (n-R) !

Tn(x) =(r) xx =1+-* + -x +(xt)

f(x) =(1+xx)

pour"la mith.2"

Thrm:f.g =C", f(x) =Tn,xo(x0) +o((x -x)) etc. alors:

1) Tr=Tr-Tr
ASERTr818 =Tr8 +xTn8

alors in:2
*

(R) te Ra[x], fie Trio (x) estre applilin. A.L.



⑪2)Tr=Tn*(x).T(x) +o((x-xo)
Exples of SolEx + TD.⑪3)h =fogeg(x) =x.

Tr (x) =T.! Tex) =0 (x-xos)

the randoniesur les fonctions entières:(pas de le programme).
polynoine P:R= R, x15 Arix", anti
on peutleprolonger naturellentàune fonct. P:D- K

par P(z)
=Ar.z" FzeK.

Une fet. f e CPCR, RR) t.q. lim R(x) =0 XXERRestappeléune fonction analytiquen- 0

Exples:exp,sin, cs,ch, sh sontdes full analytiques.
-

alors pex. ex-ha*== fx =i!!

on partappliquer cettestratégie aussiamyfonctions analytiques (etleurs series entieres law series de Taylor
pe. Dif. exp:DBK, z-z

n =0 n!

sin:4 -> K, Z1-...

Lemme:formule d'Euler
e=r3x+ i sinx AXEIR, ZEK

*eiz=cos(z) +isin(z)

Preuve:et lit? =

*(iz)" (iz)mtI
m=0(2m)! m =0(2m+1)!

C
-

-partie ch(z Shiz
paine

on sin (x)=f) xant
(2n+1)!

sig(i*=(-1)" alors e*=()m.Zet zant(2m+1)!
(i)2m

+=i.(- 1)m e
Sinkz)

alors e=coSZ +
:

sinz

et aussi ch(iz) =cos() (=> ch(z) =cos (-iz) =cos (iz)

On ch(z) =cos(ix) E
I

Shiz) = i sin (z) ~fer utilisantetitzr =e=.e(2)* x =i

ex. 1) Mq ch(z) -sh(z) =1 FzeK

2)En ded. Sin (z) +(0s"(z) =1


