Université Claude Bernard - Lyon 1 Semestre de printemps 2022-2023
L1 Math-Info

Algebre 11
Feuille d’exercices n° 4
APPLICATIONS LINEAIRES
Exercice 1. Parmi les applications suivantes, lesquelles sont linéaires ?
L. f1: R2 — Rz? («T,y) = (072y)7 4. f4: Rg — RQ? (.fC,y,Z) = (1’+Z,y+2);
2. fo: R2 5 R2, (z,9) — (. +3,y); 5. f5: R3S R, (z,y,2) —x+y+2;
3. f3: RZ = R2 (z,y) = (y%,2—y); 6. fo: R = R3 2+ (2,22, —31).

Exercice 2. Considérons 'application f: R? — R? définie, pour tout (z,y, z) € R3, par :

flz,y,2) = (20 4+y+z,20—2y+2).
1. Montrer que f est linéaire.

2. Donner une base de ker(f). En déduire le rang de f.

3. Donner une base de Im(f).

Exercice 3. Soit a € R*. On considére I’homothétie de R? de rapport o, c’est-a-dire I'application
h:R?2 — R2 (z,y) — alz,y).

1. Montrer que h est une application linéaire.
2. Déterminer ker(h).

3. Montrer que h est surjective.

Exercice 4. Soit 6 € [0,27]. On considére la rotation d’angle  dans R?, c’est-a-dire 'application :
Ry: R? 5 R?, (z,y) — (zcosf — ysinf, zsinf + ycosh).

1. Montrer que Ry est un endomorphisme de R?.

2. Montrer que Ry est un isomorphisme de R?.

Exercice 5. On considére I'application linéaire f: R* — R2, (21, z2, 23, 14) — (21 + 29, 23 + 4).

On note B = (e1, ez, €3, e4) la base canonique de R%.

1. Calculer I'image par f des vecteurs de la base canonique. En déduire le rang de f.

2. Déterminer la dimension de ker(f) et en donner une base.

Exercice 6. On considére I'application linéaire f: R? — R3, (2,9) — (z +y, 2 —y,z + y).
1. Déterminer le noyau de f, puis 'image de f.
2. f est-elle injective ?

3. f est-elle surjective ?



Exercice 7. Soit n € N, E un espace vectoriel sur R de dimension n et ¢: E — R une application

linéaire non nulle.
1. (a) Montrer qu'il existe u € E tel que p(u) = 1.
(b) En déduire que ¢ est surjective.

2. Quelle est la dimension de ker(p) 7

Exercice 8. On note B = (ey, €2, e3) la base canonique de R3.

On considére I'application linéaire f: R® — R3, (2,vy,2) — (62 — 4y — 42,52 — 3y — 42,2 — y).
1. Déterminer un vecteur a € R3, non nul, tel que ker(f) = Vect(a).
2. On pose b=-e1 + e et c =e9 — e3.
(a) Calculer f(b) et f(c).
(b) En déduire que (b, c) est une base de Im(f).
3. Déterminer une ou plusieurs équations caractérisant Im(f).

4. A-t-on ker(f) @ Im(f) =R3?

Exercice 9. On note B = (ey, €2, e3) la base canonique de R3. On considére f ’endomorphisme de R?
défini par f(e;) = e, f(e2) =e3 et f(e3) = e1.

1. Montrer que f est bijective.

2. Montrer que f3 = Idgs (f3 = fo fo f).

3. Démontrer que F = {u € R3 : f(u) = u} est un sous-espace vectoriel de R? et déterminer sa

dimension.

Exercice 10. On note B = (1, X, X?) la base canonique de Ry[X].
On considére 'application u: Ry[X]| — Ro[X], P— P+ (1 — X)P'.

1. Montrer que u est bien définie puis que c’est une application linéaire.
2. Déterminer ker(u).
3. Quel est le rang de u ?

4. Donner une base de Im(u).

Exercice 11. Soit n € N, E un espace vectoriel de dimension n et u: £ — E un endomorphisme.

Montrer que les propositions suivantes sont équivalentes :
(i) Im(u) = ker(u);
(i) Pour tout z € E, u?(x) =0 et n = 2rg(u).

Remarque : u? = uou.



Exercice 12. Soit n € N et £ un espace vectoriel de dimension n. On appelle projecteur de E toute
application linéaire p: E — F telle que p? = p. Soit p un projecteur de E.
1. Montrer que ker(p) et Im(p) sont supplémentaires.
2. Montrer que Idg — p est un projecteur.
3. Montrer que ker(Idg — p) = Im(p).
4. On considére f: R? = R?, (z,y) — (%,y)
(a) Montrer que f est un projecteur.
(b) Déterminer 'image de f.

(c) Déterminer I'image de Idg2 — f.

Exercice 13. Soit £ un espace vectoriel, u et v deux endomorphismes de E tels que uwov = v o u.

Montrer que ker(u) et Im(u) sont stables par v, c’est-a~dire que v(ker(u)) C ker(u) et v(Im(u)) C Im(u).

Exercice 14. Soit E un espace vectoriel sur R, u: £ — E un endomorphisme et A € R.
On note Ey = ker(u — Aldg).

1. Justifier que F est un sous-espace vectoriel de F.

2. Pour tout x € E), calculer u(x) en fonction de A et z.

3. Soit F' C E un sous-espace vectoriel de E. Montrer que u(F) est un sous-espace vectoriel de E.
4

. Supposons que A # 0, montrer que u(E)) = E).

Exercice 15.
On note E = C(R,R) l'espace vectoriel des fonctions continues de R dans R et F' = C}(R,R) celui des
fonctions de classe C1.

On considére 'application ¢: E — F' définie par, pour tout f € E, pour tout z € R,

o(f) () = /0 " ft)dt.

1. Montrer que ¢ est bien définie puis que c’est une application linéaire.
Déterminer le noyau de ¢.

Montrer que Im(¢) = {g € F': g(0) = 0}.

~ W N

On considére I'application linéaire ¢: F — E, f — f'.
Calculer ¥ o ¢ et ¢ o 1.



