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Feuille d’exercices n° 2

ESPACES VECTORIELS

Exercice 1. Parmi les sous-ensembles suivants de R? ou R3, lesquels sont des sous-espaces vectoriels ?

1. By = {(z,y) € R?: 2z — 3y = 0}. 5. Bs={(z,y,2) ER3 1z +y— 2 =1}
2. By ={(a,20) : @ € R}. 6. Eg = {(z,y,2) €R3: 2z +y = 0}.

3. B3 ={(z,y,2) € R?: 3z — Ty = z}. 7. Br = (Ry x Ry U(R_ xR_).

4. By ={(z,y,2) € R?: 2% — 22 = 0}. 8. Eg = {(z,y) € R? : 422 + 9y — 122y = 0}.

Exercice 2. On considére F = {(z,y,2) € R3: 2+2y—2 =0} et G = {(a—b,a+b,a—3b) : (a,b) € R?}.
1. Montrer que F et G sont des sous-espaces vectoriels de R3.

2. Déterminer F'NG.
Exercice 3. On note R[X] I'espace vectoriel des polynomes a coefficients réels. Parmi les sous-ensembles
suivants de R[X], lesquels sont des sous-espaces vectoriels ?

1. By = {P € R[X] : deg(P)
2. By ={P € R[X] : deg(P)

3}. 3. B3 ={P € R[X]:deg(P) <2et P(1) =0}.
3}. 4. By ={P eR[X]: P(0) =1).
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Exercice 4. On considére E = F(R,R) 'espace des applications de R dans R. Parmi les sous-ensembles

suivants de F, lesquels sont des sous-espaces vectoriels ?
1. L’ensemble des applications continues.

L’ensemble des applications qui valent 0 en 0.

L’ensemble des applications qui valent 1 en 0.

L’ensemble des applications qui valent 0 en 1.

otk N

L’ensemble des applications de la forme ¢t — at, a € R.

Exercice 5. Soit F un espace vectoriel sur R ou C.
1. Montrer que l'intersection de deux sous-espaces vectoriels de E est un sous-espace vectoriel de F.

2. Donner un exemple d’entier n et de deux sous-espaces vectoriels de R” dont la réunion n’est pas

un sous-espace vectoriel de R™.

3. Montrer que, pour tous sous-espaces vectoriels F', G de E, F'U G est un sous-espace vectoriel de

FE si et seulement si, F C Gou G C F.



Exercice 6. Les familles de R? suivantes sont-elles libres ou liées ?
1. (u,v) =((2,-3),(—1,1)).
2. (u,v) = ((—6,2),(9,—-3)).
3. (w,v) =((m+1,-1),(-3,m—1)) oumeR.

Exercice 7.
1. Les familles de R? suivantes sont-elles libres ou li¢es ?
(a) (u,v)=1((1,1,1),(1,1,-1)).
(b) (u,v,w) = ((1,0,-1),(-1,1,0),(0,—1,1)).
(¢) (u,v,w,z)=((1,1,0),(0,1,1),(1,0,1),(=1,1,1)).
(d) (u,v,w)=1((1,1,1),(2,-1,2),(1,—-2,-1)).

2. Les familles précédentes sont-elles génératrices de R3 ?

Exercice 8. On considére les vecteurs a = (2,3,—1), b= (1,—-1,-2), ¢ = (3,7,0) et d = (—5,0,7).
On note E = Vect(a, b) et F' = Vect(c, d) qui sont des sous-espaces vectoriels de R®. Montrer que E = F.

Exercice 9. Dans R3 on considére les vecteurs u = (1,—1,1), v = (0,—1,2) et w = (1, -2, 3).
1. La famille (u,v,w) est-elle libre ?
2. On note F' le sous-espace vectoriel engendré par (u, v, w). Donner une base de F'.

3. On considére G = {(x,y,2) € R® : 2+ 2y + z = 0}. Montrer que G est un sous-espace vectoriel de
R3, puis que F = G.

Exercice 10. Soit n € N* et (u,v,w) une famille libre de R™. On note
F={zeR":3(a,f) eRxR:z=(a+B)u+ (a+28)v+ (a+ 38)w}.

1. Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de R™.
2. Les vecteurs u, v et w appartiennent-ils & F' 7

3. Donner une base de F'.

Exercice 11. Soit F le sous-espace vectoriel de R? engendré par u = (2, —3,1) et v = (2, -2,1).
1. Quelle est la dimension de F'7 Quelle est sa nature géométrique ?
2. Démontrer que le vecteur wy = (0,1,0) est élément de F', mais que we = (0,0, 1) ne l'est pas.
3. Calculer les coordonnées du vecteur ws = (0,4,0) dans la base (u,v).

4. Fournir une caractérisation de F' par une équation cartésienne.



Exercice 12. On considére les vecteurs a = (2,—1,—1),b = (—1,2,3),¢ = (1,4,7),d = (1,1,2) et le

sous-espace vectoriel de R3, E = Vect(a, b, c, d).
1. Est-ce que (a,b,c, d) est une base de R3?
Montrer que (a,b) est une base de E.

Déterminer une ou plusieurs équations caractérisant FE.
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Compléter la base (a,b) de E en une base de R? .

Exercice 13. Dans le R-espace vectoriel E = C*°(R,R) des applications de classe C* de R dans R,

montrer que les familles suivantes sont libres.
1. (cos,sin);
2. (idg,exp);
3. (f1, fa, f3) ot pour tout k € {1,2,3}, fr : t = t¥;

4. Pour tout n € N*, (g1, 92,...,gn) ott, pour tout k € N, gz : t — ekt

Exercice 14. On considére E = R3[X]| I'espace vectoriel des polyndmes a coefficients réels de degré au

plus 3.
1. Justifier que les polynémes 1, X, X (X — 1), X(X — 1)(X — 2) forment une base de E.

2. Exprimer X? et X3 dans cette base.

Exercice 15. On considére E = Ry[X] I'espace vectoriel des polynomes a coefficients réels de degré au
plus 2, et on note F' = {P € Ro[X] : I(a,b) € R, P = a + (2a — 3b) X + bX?2}.

1. Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de FE.

2. Donner une base de F'.

Exercice 16. On considére les sous-espaces vectoriels de R? suivants :

Fi={(z,y,2) €ER3:y =2 =0} ; Fy={(z,y,2) €ER3: 2 =y} ;
Fy={(z,y,2) €ER3: 2 +y =0} ; Fs={(z,y,2) ER3: 2z +y+2=0et 2y — 2 =0} ;
Fy={(ry2) eRP iz tz=y}:  Fy={(ry2) €'z ty=0etytz=0}

1. Pour tout k € [1,6], déterminer une base, la dimension et la nature géométrique du sous-espace

vectoriel Fj,.
2. (a) Déterminer Iy + F3.
(b) Déterminer Fy N F3.
(c) Est-ce que Fy et F3 sont supplémentaires ?
3. Montrer que F} et F5 sont supplémentaires.

4. Est-ce que Fj et Fy sont supplémentaires ?

Exercice 17. Soit a € R. On considére E, le sous-espace vectoriel de R? engendré par les vecteurs

(1,1,a),(1,a,1) et (a,1,1). Etudier la dimension de E, selon les valeurs de a.



Exercice 18. On considére E = {(z,y,2,t) € R* : . +y =0 et 2z = 2t}.
1. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de R* et déterminer une base de E.

2. Compléter la base obtenue a la question précédente en une base de R*.

Exercice 19. Soit F et G deux sous-espaces vectoriels distincts de R, tous les deux de dimension 4.
Quelle peut étre la dimension de FF+G? De FNG?

Exercice 20. Soit F' et G deux sous-espaces vectoriels d’un espace vectoriel E de dimension 3, vérifiant
dimF =1,dimG=2et F ¢ G.
Montrer que £ = F & G.

Exercice 21. On considére E = {(z,y,2) € R3: 2+ 2y — 32 = 0} et F' = Vect((1,2,-3)).
1. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de R? et déterminer une base de cet espace vectoriel.

2. A-t-on E® F =R3?

Exercice 22. Soit n > 1 un entier. On considére A,(R) = {4 € M, (R) : AT = —A} le sous-ensemble
de M, (R) des matrices antisymétriques et S,(R) = {4 € M,(R) : AT = A} celui des matrices

symétriques.

1. Montrer que A,(R) et S, (R) sont des sous-espaces vectoriels de M,,(R).

2. Pour toute matrice A € M,(R) , montrer que A1 € Sp(R) et que LAT € A,(R).
3. En déduire que A, (R) + S, (R) = M, (R).

4. A-t-on A,(R) ® S, (R) = M, (R)?
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5. Posons A = < 6 8

>, décomposer A en une somme d’une matrice symétrique et d’une matrice

antisymétrique.

Exercice 23. On note E 'espace vectoriel sur R des applications dérivables de R vers R. On considére

F le sous-ensemble de E formé par les applications [ telles que f(0) = f'(0) = 0.
1. Montrer que F' est un sous-espace vectoriel de FE.
2. On note H I'ensemble des applications ¢ — at + b, avec (a,b) € R2.
(a) Vérifier que H est un sous-espace vectoriel de E.

(b) Montrer que F & H = E.

Exercice 24. On considére E l’ensemble des suites convergentes de nombres réels.
1. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de I’espace des suites réelles RN,

2. Montrer que l'ensemble des suites constantes et 1’ensemble des suites qui convergent vers 0 sont

des sous-espaces vectoriels supplémentaires dans F.



