
#II.2.3 (des Suites Récurrentes Linéaires) 30/03

E ={(Mn)new, Un ER, XreN] ev. comme toutes ensemble des fonction of:A- :ici A =N) pricey
Soit NeN etQ =(do, an, ..., ani) ERRY. ALGEBREL
F=Fa =={/Un)reN UntN +AN-Matt...

-Ar Mat
+do.Mn =0 nENS

Thum:1) FcE (seri Rq:(Un) = F estappelée une suite récurrente àl'ordre N

2) dim F=N

Exples:N=1:Um=q.Un (q=-ao) FneN
Preuve: (sol. Un= A.q,suite géométrique).
1) (pour N=2, N générale similaire) ->N=2:Un+2 +PMn+ +q.Un

=0 (p =an,q =Go)
I:E+ E, (Un)- (Vn) nei, Cf. Analysez 1.5.4!)
=>

RéC:Un
=

Un+2 +p.Unt+ q.Un FneNN
évidementI e End (E) =2 (E,E) (- Vérifierle!)
F =KerI Rq.On avaitpu démontrer la partie 1)

- =Parréc. do. It'speu près similairement.

2) Y:F < RY, (Un): < (Uo, Un, ..., UNrI toutes les Par contre, l'isomorphisme Y esttrisUn =0.

Yestlinéaire, cad y =(F, RV) utite(-III)

Yestun isomorphisme

Ker(y) =90=3 =>Y estbjective (alors y inject.)
alors :F RY*dimN
-dimF=N
Notation isomorphisme.

↑

Corollaire:F=Nect (yse, yYeal,..., y"Cers) er=.es= base canonique de RN

RAEtrulseexternedesbasesparce racines alors F=Vect r" nei, rueet
si =0 Er,rzERR F- Vect rneir, nr" nei

si cO n=atib, r =E=arib > F Vectynew, Enei=:V

Cf. Les solutions das eys. diff lin. de zeme orche àweff. t. 3tire
pour le même polynôme P (m notation) y 1y"+p.y'+q.y

V2X
20:Ker I =Vect e*, e

*

plus exactementXie*
0=0:Ker(I) =Vect Ce, xer) ↓Sur IR

↓20:Kr(I) =Verte (e"*, er) le ser viel Ker(4)= Vect (ReCe***), InCe**) =Vect (e*cos(bx), esin (bx)

Rq: Cette similaritéentre des problèmes assez différentsestune des raisons pour l'abstraction d'introduire les espaces vectoriels!

#.3 Thm du rang etles solutions des eqs. linéaires
Def:Soit feLCE,F). On appele r:=dim (im(f)) le rang de f.

Ruppel:Kerf =E, imf =F
Thum:Soit fELCE,F, alors

1) dim (E) =dim (Kerf) +dim (im(f))
2) si en plus dim (E) =nEN, alors r=dim (El-dim (Kerf) Rqu):veste vraie pour dim (E) =0 et/ou

dim (F) =2

Rq2):analogie ensembles finis:
* E (Img) =Al-...
↳

i *exercice!



Preuve:ScientM...., Mp une base de Kerf =Eet(W,...,Wr) une base de im (f) =Ffie (1,...,
JvieE t.g.f(Vi)=Wi Ccar Wieim (f)).
Premous F=

=

es,..., ei, Ve, ..., Vr e
E

Lemme:Festure base de E Corollaire:dim(E) =Ktr (qui montre le thru)

Preuve duLemme: -(*)
1)Fest libre:Siri +Movs =0 /on appliquef àcette eq. (*) car UieKorf

=>0=faim Elin* Ebeltes Emir
We, . ...

We are base de im (8) =F, alors libre ds F, alors My
=0 Fj=1, ..., r

=>()implique déjàMr-Mr=... =Mr=0 alors (*) =bili =0
mais (e., ..., Un)eE estune base de Ker(f) = E alors libre aussi ,=b==...= 3m=0. Alors Fest libre.

2)Festgénératrice:XxEE, on pose w=f(x) alors weim(f)
r

alors 5(!) (Me. ...,MER t.g.W=M.Ws, regardons u: =x-E, Miri (pour les v ci-dessous).

Alors Festgénératrice.

#.4 Des applications linéaires etleur matrices
Corollaire:Soit feEndCE. Ker(f)+ im(f) =Kerf + imf

Ker + imf =E
I Kerfrimf=903

Preuve:Utiliser le Thm du rang etde Grassmann (à vous!)

Exple:f: RP SIRP, XI A.X
1) A =

1s; ontrouve anKer(8)=KA
=Vect(-2) = im(8)=Vect)??) =Vect(Y

Thm du rang
iciKerfnimf=[8] (àvors) r=3 -11 =2

dim Ker

Alors iciRP =Ker (8) *im (f)

2) A =

8!? Kerf -KerA=Vect(e) alors iciKerf =im(f)
im f=im A =Vect (en,ez etKerf +im(f) I IR

Prop:fritfeL E,Fetbe ...., be une base de E. Sil'on connaitf(bil e FFi =1....,n, on connaittrute l'application f

Preuve:XxeE 5! (....bu) =(X...,x)eR" t.q. x =xib:-

f=fEX:b:f! x:f(bi)

Exs:

1) f(End((R) =f(x) =A.x oA=f(1) (R
=Men((R)

2) fe 2CRRY 1RY, 4y)1 <E =A(Y) or A =E
5x -7y
2

f(xi) =f((0)) =f(1,0) = E
f(ez) =f((9)1 =f(0,1) =-7

3)Plus généralement
8L (RP, IRM), *Ax pour une matrice AcMmin (IR)
Alors A: (f(e1), f(ez),..., f(en)



Corollaire:SoitB.(b....,bul ne base de E.

Alors YzcI (E, 1RY) estdonnépar Ya (bi) =e:Vi=1... ... etY estun isomorphisme:Y:EIR"

XxxEetYz(?:bi) =xe. =() ein

Def:SoitfeLCE,F) etB:= (b,,..., bul nne base de E etC = =(a,..., cm) une base de F.
Alors on définiune matrice A elmin (KK) par Fi =1...., n.

Fi =1,...,n:f(bi) =Aji Cj . CA)ij :Ai On écritaussi
H j

F ↑
A=[f]e

(des coefficients uniques (ds 1K) car une base).


