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5.2. Des rotations as R" (continuation) 27/04

produitscalaire ericey-

Rappel: 1) ( 10:R" xR" -> R.(x,y),Ex:-y: ALGEBREL
2) (AT) ij Aij
AcMn(R)=End(RY xe, z =A.x zi =Aijxj

une representation de ceci estimportantpour comprendre les rotations

Lemme:Ax.ye1RY, (yAx)
=<ATy/x

Preuve:cylAx =y:(Ax): =
Rappel:ReM. (R), Re0(n)<> Ax,ge

R2:

=yi) Aij.xj) = =<xys groupe orthogonale

-Aen
-

1-le groupe des rotations
-

sien plus de (R) =1 propres etpropres).

Prop:1) Re0(n)=0 (n,R)
=>R.R =1

2) R=0(n) => detRe [+ 1, -13

Preuve:2) of. la dernière fois.
1) = (xy) =(x(1.y) =

= xIRT/RyRYx Ry =
=[Rx1Ry)

capiY:axy =(Nxy =xy RRxx
Xx
=>RTR =1

Alors: 0 (n) ={ReMnlRT.R =14 Rq:enTD perve que
· SO (n) ={ReOcril det(R) =+1} Rop. RESO(2) => Jc-[0,2[e IRt.g. (*)

Exples: u
=2

1) C I CR=co
-

=>RTR
=cic)(=(?) =reoa,

④
det

-in
=1 =RES11

2R=(i) =R
T

=R.RT=1 =R=0() 3R =

6.9) =iii
det(R) =-1 RSO(2) ReSU(z)

fiz:-12 (y) -> F) ye
7 (g) >(5) réflexion p. rapport

! * .
y àl'origine.

Une réflexion par rapport -(g) L

a y
=0. Une symétrie (R*=11) (5)



Exples: n
=3

coS C - sind 0

4)RE sin a cos 0 =SO(3) Une rotats autrew de l'axe zpar l'angle x.
0 0

1

1 0 0 -100 LOS 0 - sin d

5) R=0 10 =0(3) 6)R=0 -10 =0(7) 7)R= 0 1 0 -SO(3)
y

00 - 1 4SO(3) 0 0 - 1 * S0(3) sind 0 cost

symétrie (reflexion) p. rapport an z=0

Exi 1) Rz( Ry(d) =Ry(0) Rz(C) =>So (2) abélien

2) R=(2)Rz(P) =Rt(P)Rz(C) (TD) SO(3) nin-abélien

#.6 Changementde Base, des matrices similaires etequivalentes
Rappel.E Rev. de dim n Iiromorphisme Y:ERY

B =(b. . . . ,bu) une base ds. E. B(b1) =e
=()

↑ 4(bu) =en

Exple:1) E =Rc[X]
base canonique

E =(1, x, x2)

Rappel.(notation)
&(1) =(8) =e,cR,ya(X) =(8),((x)) =(i) xtE

Ya(x) *[x]ceIR"
en consequence Ye(x) =[x]e
&(an +b.x +cx4)-ex

=a(8) +b(8) +c(i) =() Ici, P=a.1+b.x+c.x2 e (Rc[X] =E

Ya(P)=[P1a =(i)
Exple: 2) E =R2 [x] ==(1, X, x43x - 5)

%(4)=S =(
i

z). ()
00

mon eJa.R2[X]-eR Ye(5)=(i) [P]- Matrice de [P]E
Passage Mar

Ici+ c.x4 =Y-((a +5b +(b-3.b +c-b) =() ei (normalentnoterE
=>[P]=Mis; [P] a

(a+5.1
+(b-3x

+c(x2 +3x -5
-

b3

Ruppel:fe& CE, F) B base de E Fis :E=R" (a c[(E,14)
E base de F Y:F=IRme

dim(E) =n, dim (F) =m

*xcE,[x] f(x) =RN

fu Atlmin (R) t.q. [x]e =A. [x]3 Exer pour voir (comprendrel
la situation graphiquement:

Notation:A [8]ea une notation utile. chasse auxdiagrammes
/tojours base àcôté de la base). On vadessiner toutes les applications

=>de droite àgauche.
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Notation:0: RRY < IRM, x x A.x

S YEF E
Y RM <

* RR" wim
R" > F R

iyeet
R

CfTer 14 s[xJe (*(,(x)
chasse de diagramme Aussi Ruppel: fog

siy=f(x) Sea =De"fo (Ja) L

alors [y]e=[8]e. [x] G< 8 F c 8 E

Hers:IR"-IR, Mit(fes [x]a)
W
De
583se fine, Isses

de
R R
r

[frgJan [1][9] er

NDiagramme droite à gauche!

#.6.1 Matrice dePassage
B.B bases de E*

E

' par chasse au diagramme: gensachiers
que
leet Si d:R"+RY, []-PBB [x]B

↓
la matric

alors P =Tis" Je
de passage de Bues .

en consequence Pis R" CR
estune iromorphisme.

Cen tantque composede deux isomorphismes
alors PE tGL(n, 1) =[M -Mn (R) / detMF0Y

Rq:De Art. (12) =GL(n,R)
Aussiréciproquement:PcGL (n) en donne une changementde base B de E.

E alors ]!Js: EFR
% Di

5 =Pp Ta
i"R

et 3: buse B:= (Is"(en),.... (en) =
di E =(B , ... 5n)

Pointde Vue alternatif sur() et la matrice de parage)

Ec
id
E

TucPr
-> Camme:Pois =[id]

E pour connaître la relation entre

FL
->

P
Ti

les matrices [8]es et[8]EE

Tê
Le I L

iRY
R*
[1]er

IRin,en Pee
De f I

A

Pr=> (1erEe [fers (Pers)
*

SRIC35 RYL 2 [8]e R etcar (P)*=Pis(5) R
[8]en =Pee.[8]er Pe



aussi:*P =GL(n), Q eGL(m)

RM <
A
R XA Ellmin

SQ SP
W V B=0.A.p-1

B
RM R

Ar
#1.6.2 Des matrices équivalenteset/ou similaires.

M
Def:1) A, BEllmin sontappelleséquivalentersi JPEGL(r), QEGL (m) t.g. B =Q.A.PA

2) A,B cMn sontappellessimilaires si JP:B =p-1. A.P
-> A =B

Prop:A,BEMr.A==ArB

*
engénérale

A=B:(Preuve SQBQA.Q prem p=a)

Thrm:FAGMmm, rg (A) = r = min (min)
10.... 0

alors A......:01..
00 o

Corollaire:La seule invariantesous l'equivalence
des matrices etlerang.

&emme:A,BcMn, A= B
=>tr() =tr(B)

Preuve:B =p. AP, tr (B) =tr (p.A.P) =tr (AP) =trA

Exple: A=(*=8),3 =(i)
alors AmB, mais A*Bcar trA =5, trB =2 =5

Corollaire:A fe ICE,F) comme de (5): Ibase itetAg. If ="(!) (r=y(f)

fe End (E) B une base de E

Ec f E

=B
=[8]5=PsisPas Def: Une matriceAtMr est

Y
T I

Tis appeléediagonale s'il
W B=p

-

1.A.P =A=B une matrice DeMn.
R"

A =[8]n =[8]s Ren
Si P=Pr diagonale t.). AFD.

P P
L Un

V
R,

B =[8]s R


