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Rappel.E,Fevs alors f.EF linXS...., unl e E, V(a,...,si) elK.f Ebi
-bif(mil

S. ={x =Ef(x) =b],kw(f) =(x =Ef(x =0). E

ensemble des solutions (de f(x) =b) pas de eu. (car O=*S).

Ex. 1 E:=IR, F.=IR fi =E
x +zy +3z

8: RR < R, E >x +y
+z

*

*2}x +3y +5z

sib =2 =S =0,sib =2 S +0

une appl. lin.
Ex.2 I:C(R)- CR), yx LEy] avec h =d"

+ Am +... +a+2+90, be(i(R)dx S
... l'ensemble deTopérateur différentielle Solutions ([y] =b

Prop:1) S +4=b =im(f). (do, ..., an) (C(IR))"

E
2) Soit SFY etXpe S, alors

AxeS J11) xne Kerf t.q. x=x, +xw

Preuve:

1) Evident

-Bi
=5) =f(x - xx) =0

=>X-xp =xnekr(f)

Rqi
· Le 1) en pratique n'estpas importantpour les eg's. diff. (EThm. fond. d'analyse) (y=be("((R) =7y =C((R)).
<Par contre, pour les systèmes lins. Ax=b c'estbien important.

Ds acas, Lemme:8:RR"- IR"
xAx Preuve:(Rappell

be im(f)=) rg(A) =rg((A,b)) 1) rg(A) =dim (im (f))↓
matrice

2) im (8) =Vect [Ve, ..., un) or A =[V1,Ve...., ve) (Vie (RM)étendue.

rg((A,b)) =dim (Vect (V1...., vn,bl)
Vect (VI....,else Vect (ve...., un.b)

etegalitésibe Vert (v1....,v) =im (f) et aussi si les indims.
· Le 2) estparticulièrement importantpour
des egs. diff. X solution particulière. Un solution homogène. Mais un peu aussipour Ax=b.

Par exple:dim(KerA) estle nombre de paramètres as la solution générale.

Ex. 1 (3e1R)

Fac_(1Ax =b=x=8 +

A= vect
Rq:NormalemtXp n'estpas facile a trouver ds. Les syst. lin. Ax=b, mais imf=imA =Vect

-

Thin du rang:rg(f) =dim () =3-meA)
=2

alors:im(f) =Vect ((i), (5)1 =Vect (2). (ill
1



Alionakr8)oimessinit intriationete-340, Rqsimilairement (2)*inf
Corollaire:faitfeimCfl, dors on a:Isolunique de f(x) =b(=(S) =1)

c=>ker(f) =[0=rg(f) =dim (E).

Continuation 11.4 < toujours dim (E) =neNN
Ruppel:Lemme EE =IK

Samme:1= (b1,..., bul base de E, alors Ya:EIK", x=Bübiksestue bijection alors un iso
-

Rg:Ji est unique
M Ma:E-1Y)

-

Notation:Souventon ecritsimplementX,pour les JiEIK.
x=Exibi

eton écrit [X]a pour Ya(x) elK* ou si l'on ne change pas la base B simplement1.
Max) [XJr I xeE, I elKY, Ya:E-lkY, x1x) ↑

Notation plus simple (de gauche à dritz) en plus:si dijàE= IK"

Exple: E =R2[X], B:(1, X,x4 base canonique de Eici. alors on va souventidentifier x et1.
Ja(P(X)) =y(a.1 +bx+c.x4 =E R Y:R= [X] =>1R* Si estla base canonique de IK"

*

*:
simple"On pense "difficile" Mais en générale EFIK",

en tantque dictionnaire.

Notation p.e. E=1kn [x]-

La dernière fois f: E - F etB=(b1....,bu) une base de E efficace Son a gdin E=lk", mais
C=(,...,cm) - -- F Ajz x estun polynôme de ce casil

On a défini le matrice Aassociée àfletles deux bases &estun rect. (rect. en colone =

une matrice de taillepar la formule f (bi) =EAsicsp.e.Ferti ets ~ fois 1) de. Ik?(

differente! !

Alors AtMmin (IR). Ajz etc.

Notation:A=[JeaI

Prop:Soitf, B,C, etavec toutcomme ci-dessous, alors y =f(x)(=> 1=A.1

(x=E) I
multimatricielle.

Preuve:XxeE, x =xibi, =>y =f(x) =Exif(bi)
tein. = AjCj

j=1

alors y=Ex:AC-Asx:
mais àl'autre côteon a y = Eys Cs

la décomposition d'un vecteur Ciciy) ds une base étantunique on trace.y =EAsxi(j....,m)
etalors, par def. de la mult. des matrices, 1=A.

Prop:fit,gitdes bas
e

etA=[8]ex, B =[g]
alors pour h

=fog:G <Fla matrice satisfait [C= [nJea =A.B]



Preuve:(h(x) =f(g(x)) =)C.1 =A.(B.x)

((x) =)=
G a Notation:y =Ax, Iam chose que [yJe=[8]ex.[x]aA.g(x)

Bx
z:=h(x)(z]

=[f)es[g]a[x]0
· Pourquoi utile?
1)Traduire les problèmes abstraits aux problèmes matricielles, tj àcôté!

prew y répondre ("dictionnaire:difficile- simple")
32) Choisir des bases adaptes a une app. 8:E-F t.g. la matrice A =[fJea estsimple utile in si E=IRM

de un choix de bases A compliqué ds une autre Atrès simple (p.e. diagonale!) F =IR

Exple:pour 2):plus tard mais of. aussiexercice 25 de la fiche 1)

pour ():1:R2[X] ->1>[X], P1- (2 +2x14 +(3-x-2x4p +(1 - x+xY)p", voor Iest
bien difetlin. but:déterminer Ker (I) etim (I)?

On traduittouten pb. matricielle pour les bases
canonique (1,

X, x4) et(1,X, x, xY) respectivemt.
P =ax+bx+c1cf(a) =1,Q:=I(4), IA

5

- Q (Q=A.I)
232 *(x) =(2 +2x)x +(3 - x - 2x2) - 1 +0

A =8!
00
↑

↓(1) =2+2x

·Maintenant calculer KerA=Vect
Polynôme1
prinexNect).

alors (on utilise y-1)
ker 1 =Vect((-5 +2x +2x) =(3)- 5+2x +2x2),6 = 1R]
Im 1 =Vect () ={C,BXc.BERR3

#.5Des endomorphismes importants
#I.5.1 Des projections etsymétries linéaires.
Def:fe End(E)

1) f idempotente siff (f=fof). Dans ce can on appelle fune projection.

2) of involutive si lidame une symétrie.

(id= id=:E-E, xx)

Prop:Soitpe End (E)
1) p =

=id-p estune projection > prune projection.(*)

(P =p2 x=3p =p)
2) Si =2p-id estmesynetric sp projection.

(p=xi) (s=id=p2 =p)

Preuve:
1) P =(id-p)=id-idop-prid +p

2

id

En
(*)=52 =p +(p- p) P

2) En TD.



Ruppel: SiE= F*Galors AxeE
3MeF, veGt.q. x=u +v

Rq:SoitE=FAG, etEsx=MtV, neF, vet,
alors l'appl. PF:E-E, x =MrM estappelé
un projecteur sur Fparallèlement àG.

Rq:Pa ==id-PFestun proj. Sur GXàF letP=+Pa =id)

Propi
1) P estse projection (<=) p, =PF)

⑪Suit une projection (p=4), dap estun projecteur sur im (p)
parallelemt àson noyau Ker (P).

Preuve:Géométriquemt/Exple: ->(4=(x) =PF(u+v) =a) ceE=IR1G-rect)(il cad x =(i)
G=Vect(1) P

=(xi)1 =(

~g F

Pa =id-PF:4=(Xi)1 =(i) (i) -**-

alors Pi(2) =(**)


