
Exercice I

Il suffitde vérifier sile sontdes sous-espaces rectoriels de is ou non.

a) A={(x,y,z)-R:x2 +y2 +z2,0}
· (0,0,0tA? +0+0=0x0 =(0,0,0)-A

.
saient4, veA, dtR. Posens u =(a,y, z) et v =(a,b, c

u+dv fA?

(etda) +(y +db)" +(z+dc) =0 (a,y,t),(a,b,c) en tant que somme de carrés

Dac A estbien un espace rectoriel

b) B =((x,y,t) -R3:x2 +y2 +z> 0)

·
ototo =0 dac (0,0,0) * B

Brientpas un espace rectoriel

a) ={(x,y,z)tR:a +y +z
2
=0)

On remarque c =4(0,0,01}
C'estbien un espace vectoriel.

d) D =4(x,y,z) (:a +y +z
2

x0]
D =0

(0,0,0)4b

Drientpas un espace rectoriel.

e) E =((x,y,z) -R3:x+y2 ++
2
=1)

. (0,00Ecar otot =0

Ce n'estpas un espace rectoriel.

f) F=4(x,y,z) -3:a+y+= 1)

·(0,0,0) -F

·(1 (1) -Fmais ((x) +(1, 151) =(2,2,2) * F(2 +22 +22 =12x1).
I n'estpas un espace rectoriel.

Exercice 2

a) ker(A) =Gut RP:An =0

sat wei", ax=)=(8)
Eb E a,

+xz- 2xz +3xy +2xs =0

a, taz +100g-My-42s =0

22, +2x2 +2x3 +4x4 +x5 =0

2=3 S a,
=- x2 +2xz - 3xy - 2x5

+eas-37y-21sta+long-my-YUs =0

-22+Yng-60y-42s+242 +24s+YMy +1s =0



7=3

E n,
=

- x2 +2xz - 3xy -2xs

I deux lignes1993-Yay-6xs =0 bas-fan-3as =0 at équivalents623-22y-345 =0

1=x, =- x2 +2x3 - 3xy -22sE
23 =

jxy
+as

d=L E a, =- xx +zxy +x) - 3xy -2xs
=

-xx - Eky - xs
23

=

jay +jus

-2 - E xy - x5
DirC 2= I -2 I =an()

+m(s)+as (i)zay +tas

a

une base de mer A estdac: {('), (is"), (ii)
b)Déterminons le rang de A:

I I - 2 32 D

- l
- 2 >I h 10-1 - 4 0

>2 2 204 0

I 1
23 2 D

0 0 12-4 -6 0 X I

-I 12

-0 D 6 -2 - 3 0

I 1
-23 2 ⑦

00 I -- 0 DanC rg(A) =2
000 00 0

Par avoirune base de im (A), on prend deuxcolonnes non-colinéaires de A:

3) ).) )3 Tome bien une base de im (A).

"(2)r(i) =(*)=(e)
=>forme cartésienne de im (A): ( (a,y,t) tie :6x +2y -4z =0}

Exercice 3

al . PCX)=0 rX, PCOL =0 v, PCX) =0, p(l)
=0 r

Donc 0 E F

·
soient P, ptF, dt.

On megarde P+a. (P+(a)(0) =P(0) +jq(0) =0

(P +ba)(i) =p(1)+dax) =0

Danc Fest bien un son espace rectoriel de By [x].



b)Sait P-CF =>PERs [x] dac P(x) =ax+bx + cx +d, a, b, c, de.

-P(0) =0c=d=0 P(x)
=

3ax +2bx +c

· P'(1) =0 () 3a +2 +c =0(=)c =
- 3a- 2b

Dac P(x) =ax +bx" - (3a +2b(x =a(X - 3x) +b(x -2x)

Une base de Festdonc 4x-3x, x2-2x}

c) F +G =Vetx3-3x,x
2
-2x,x3 - x - 1,x2+1)

Regardons siun vecteurs sont linéairementindépendants:
Soient 6,, 5, 8 -R:((x3

-3x) +p(x - 2x) +ax3 -x - 1) +f(x2+1) =0

(=(a +xx+(+8) x
+(- 3x - 2 - r)x +(8 - r) =0

X +8 =0 a =

-
8

2=b B +8 =0 =1B =- x(=d=B =5 =3 =0

- 3x - 2- 5
=0 38 +20 - 8 =0E

8 - 8 =0
E

6 =8

C'estbien une base de F+G =dim (F+G)=4 =dim (s[X)) =F+G =R, [X]

Sat PeFnG =) P(x) =a(x - 3x) +b(x
2
- ex) car PEF, a, bERR

=>P(x) =c(x-x- 1) +d(x+1) car PEG, c,d-

a(x) - 3x) +b(x
2
- 2x) =c(x) - x - 1) +d(x2 +1)

E
a
=C

E
a
=

C

c=3 b=d (=b =c (a =b =c =d =0 =3P
=

0.

- 3a- 2b =- c - 3a - 2c = - c

0 =d -C d =C

On a bien FnG =h0]

DanC F*G =R3 [x].

Exercice 4

a) On remarqueque I*E:SiP(X)=1*X, P(X) =0 * x =PCO) = PCOL.

Donc Fie forme par une base de E.

b)1 +xt Eetxt E.

Si PEE, P(X)
=

aX" +bx +c, P(X) =2ax +b

picol =P(0) => b =C

=>P(x) =ax+b(x+1)

I forme bien une base de E.

c) Reprenions Pcomme décrit ci-dessus:

P(x) =ax +b(x+1) =ax +bx2 - bx +b(x+1)

=(a- b)x+b(x
2
+x+1)

=b.2x4 +b(x +x +1)

=c.2x2 +b(x2+x+1) avec C= b

Festbien une autre base de E.

a) Regardons siFestune famille libre. Si c'estle cas, a sera une famille libre maximale

daws i" etdonc une berce de RP.

Scienta, b, c R.



-(3) +b(5) +c(i) =(8)
2=b a +2b +c =

0 E) a =

- 2b - c =1a
=-2b -c

2a +b +c =0 -yb - 2 +b+c =0E
3a +3b+2 =0

I
- 6b - 32 +3b +2=0

E--e 3 ↳sallelisteen
=b E a =

- 2b +3b =b

c
=

- 3b

on a bien (s)+() -s(c) =68).
Ce n'estpas une famille libre donc I rienpere une base de E.

2) E =h(n,y,z) -R:a+y
- z =0}

(a,y,t) -E =(23) =(niy) =a(i)+y(i) =dim E =e

or dim F = 3 et Friestdans ton le cas toujours par une famille libre.
I n'estplus une base de E.

y) Regardons inF estlibre ou pas:
saient a, b, c, d ,

·(ii)
+bai) +

:)
-

*(8) =

(88)I
(=3

E
a+2b =0 3 Ces deux lignes c=6

E
a =- 2b (=b

b
a =

- 2b

a+2b =0 sontéquivalentes - 2b +3b +c=0 c =- b

a +3b +c =0 -2b +4b +3d =0 d =-b
a +4b +3d =0

on a effectivement -2(ii) + (2i) - (80) - -(3) =(88).
c n'enpas une famille libre. Donc dim FI3 or dim (Ma()) =4
Donc I n'estpas une base de Mal).


