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polycopié| de Francois De Margay, < Intégrale de Riemann >.

1 Intégrales de Riemann

Dans ce chapitre nous développons la théorie de l'intégrale de Riemann d’une fonction sur
un intervalle [a, b]. Nous supposerons toujours implicitement que a, b sont deux nombres réels,
avec a < b.

1.1 Continuité uniforme

Théoréme 1.1 (Bolzano-Weierstrass). Soit (z,)nen une suite de lintervalle |a,b]. Alors il
existe une fonction strictement croissante p: N — N telle que la suite extraite (x,(,)) converge
dans [a,b].

Dém. Voir le cours du semestre d’automne. O

Commencons par rappeler la notion de fonction continue.

Définition 1.1. Soit I un intervalle de R, x € I et f: I — C. On dit que f est continue en x
Si :
Ve >0, 30 > 0, tel que, Vy € I, si |x —y| < 6, alors |f(x) — f(y)| < e.

Si f est continue en x, quel que soit x € I, on dit que f est continue dans I.

Remarque 1.1. Rappelons que la continuité peut se caractériser a ’aide des suites :
i) Si f est continue en z, (v, )neny C I et o, — z, alors f(a,) — f(x)
ii) Réciproquement, s'il existe une suite (a)nen C I telle que oy, — x et f(aw) /A f(2),
alors f est discontinue en x.

Exemple 1.2. La fonction définie sur R*, = + sin(1/x), ne peut se prolonger a une fonction
continue sur R.

Définition 1.2. Soit [ un intervalle deR et f: [ — C. On dit que f est uniformément continue
si
Ve >0, 30 > 0 tel que, si z,y € I avec |x —y| < 6, alors |f(z) — f(y)| < e.

Exercice 1.3. Démontrer que si f: I — R est une fonction dérivable sur I et que f’ est bornée
sur I, alors

K > 0 tel que [f(z) = f(y)] < K|z -y (L)

(une fonction vérifiant la condition (L) est dite “lipschitzienne”). Conclure qu’une telle fonction
est uniformément continue sur I.


https://www.imo.universite-paris-saclay.fr/~joel.merker/Enseignement/Integration/riemann-integration.pdf
http://licence-math.univ-lyon1.fr/lib/exe/fetch.php?media=a22:s5_analyse_reelle:poly2_suites22.pdf

Remarque 1.4. Attention a ne pas confondre la continuité uniforme avec la condition suivante,
qui exprime seulement la continuité sur [ :

Ve >0, Vo € I, 30 > 0,tel que, Vy € I, si |[x —y| < 9, alors |f(z) — f(y)] <€

Remarque 1.5. En niant la définition de continuité uniforme on obtient le critére de < non-
continuité uniforme > suivant : s%l existe € > 0 et deux suites (T, )nen €t (Yn)nen telles que

20 = ynl = 0 et |f(xn) = flyn)l = €, (NCU)

alors f n’est pas uniformément continue sur I.
On voit de cette maniere, par exemple, que la fonction z — 22 n’est pas uniformément
continue dans R, bien qu’elle soit continue.

Théoréme 1.2 (Heine). Si f: [a,b] — R est continue sur lintervalle compact [a,b], alors f
est uniformément continue sur cet intervalle.

Dém. Par I'absurde, si f n’est pas uniformément continue, alors la condition (NCU) s’applique.
On applique le théoreme de Bolzano-Weierstrass a la suite (x,, ),en €t on trouve une suite extraite
telle que x,(,) converge. Mais alors y,(,) converge aussi vers la méme limite. Par la continuité,
F(@pm)) — f(Ypm)) — 0 ce qui contredit (NCU). O

Remarque 1.6. Il est important dans le théoreme précédent que l'intervalle soit compact
(=fermé et borné). Sur un intervalle non compact, comme par exemple R (non borné) ou
10, 1] (non fermé) on trouve facilement des fonctions continues, qui ne sont pas uniformément
continues.

Exemple 1.7. La fonction 2 — /2 est uniformément continue sur [0, 1], bien qu’elle ne soit
pas lipschitzienne.

1.2 Sommes de Darboux

Définition 1.3. Une subdivision A d’un intervalle [a, b] est une suite finie de réels xg, x1, . . . Ty
tels que
a=20<T1 <+ < Typ_1 <X, =0>o.

Si A est une telle subdivision, on notera, pour k =1,...,n :
Iy = [Tp—1, 21, et L] = T — Tpp—1.

Définition 1.4 (Sommes de Darboux inférieure et supérieure). Si f: [a, b] — R est une fonction
bornée et A une subdivision de [a,b], on pose

Ea(f) =D Ilinf £, et RA(F) = fsup f
k=1 k=1 k

Dans la définition précédente f peut étre continue ou discontinue sur |a, b]. Pour les fonc-
tions positives, géométriquement chacune des sommes de Darboux s’interpretent comme 1’aire
d'un < plurirectangle . Lorsqu’il y a de nombreux points de subdivisions, YA (f) et 32(f) ap-
prochent, respectivement par dessous et par dessus, ’aire du sous-graphe de la fonction, c’est-a
dire de ’ensemble

{(z,y) € R*: a<z<b 0<y< f(z)}.
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Par exemple, si f: [0,1] — R est la fonction f(z) = #?, pour la subdivision A = (0, 1, %,1), on
a|ll| =3, || =% et |I3] = 3. Alors

1 11 14 31 11 14 1 115

) = 044 = YA =441 =",

al)=30+51 357215 =31 59 73" 216
Définition 1.5. Si A et A’ sont deux subdivisions d’un intervalle [a, b], on dit que A’ est plus

fine que A si tous les points de la subdivision A sont aussi des points de la subdivision A'.

Proposition 1.3. (monotonie des subdivisions)
i) Si A et A sont deux subdivisions de [a,b], avec A" plus fine que A, et f: [a,b] — R est
bornée, on a

Salf) < Sa(f) < TY(f) < ZA(f).

it) Si Ay et Ay sont deux subdivisions de [a, b], alors

Sau(f) < 22(f).

Dém. i) 1l suffit de considérer le cas ou A’ possede un seul point supplémentaire en plus que
A. (En effet, si A’ contient k& > 2 points supplémentaires, il suffit d’itérer k fois Pargument).
Or, soit y ce point supplémentaire et soit k tel que

Tp—1 <Y < Tg.

La seule différence entre les sommes de Darboux inférieures YA (f) et Xa/(f) est que le terme
| Ix| i}lf f de la premiere somme doit étre remplacé par les deux termes
k

ly — 1| inf  + |y — x| inf f

[Ik—lvy] [y,itk]

de la seconde. Les autres termes de XA (f) et Xa/(f) sont les mémes. Mais,
|Ii|inf f = (2 — 2x—1) inf f
Ik Ik

<(y—axp_q)inf f + (xp —y)inf f

Iy, Iy

<

(y —xp—1) inf + (y—axp_q) inf f.
[ ] [y,zk]

Tk—1,Y

Donc Ya(f) < Sar(f). Linégalité Sar(f) < Z2'(f) est évidente.
L’inégalité ¥2'(f) < ¥2(f) se prouve de maniere semblable.
ii) Posons A’ = A; U Ay. Cette subdivision est plus fine que A; et Ay. D’apres le point
précédent,
Sa,(f) S Sa(f) STV < T2()).

Pour une fonction bornée f: [a,b] — R, on introduit les nombres réels
LY EswwSa(f), ot I() Einf (), (1)

ou le supremum et l'infimum sont pris sur toutes les subdivisions possibles de [a, b]. Ces expres-
sions sont bien définies (pourquoi?) et on a toujours

—oo < L(f) < I'(f) < +00.
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Exemple 1.8. Considérons la fonction de Dirichlet ®: [a,b] — R, égale a 1 sur les rationnels
et 0 sur les irrationnels de l'intervalle [a,b] Si A est une subdivision arbitraire, et I est un

intervalle de cette subdivision, alors i}lf ® =0 et sup® = 1. On voit alors que A (P) = 0
k I

et X2(®) = b — a. Pour la fonction de Dirichlet sur I'intervalle [a,b], on a alors I,(®) = 0 et
I(®) = b —a.

1.3 Fonctions Riemann intégrables

Définition 1.6. Une fonction bornée f: [a,b] — R est Riemann-intégrable si L.(f) = I*(f).
Dans ce cas, on écrit

/ f= L) =I(f).

ou f: f est < I'intégrale de Riemann de f sur [a,b] >.
Si f est a valeurs complexes, on dira qu’elle est Riemann-intégrable si ses parties réelles et
imaginaires sont Riemann-intégrables. Dans ce cas, on pose f; f = Re( fab f) + i Im( fab 1.
Lorqu’il s’agit de calculer explicitement l'intégrale d’une fonction x — f(z), il est souvent
e . : b, b
utile d’utiliser la notation alternative [’ f = [" f(x) dxé
Pour les fonctions Riemann-intégrables positives fa f exprime géométriquement 1’aire du
sous-graphe de f sur [a,b], c’est-a-dire de 'ensemble {(z,y) € R a < x <b, 0 <y < f(x)}.
Pour les fonctions réelles qui changent de signe, f; f exprime une < aire algébrique > (I'aire

des portions négatives de la fonction est compté négativement).
Compatiblement avec cette interpretation, on pose, par définition,

[r=0 /baf:—/abf.

La fonction de Dirichlet est un exemple de fonction non Riemann-intégrable. Il n’est pas possible
de calculer I'aire du sous-graphe de cette fonction avec la théorie de Riemann, mais il serait
possible de le faire avec d’autres théories d’intégration.

Commencons par rappeler une caractérisation des bornes sup et inf qu’on utilisera dans la
proposition suivante :

- Si A C R est majoré et S € R, on a
Va € A <SS
S=supA <— ¢e4 “=
Ve>0,da e A: S—€e<a

- Si ACR est minoré I € R, on a

VYa € A, [ <a

I =infA <—
Ve > 0,da € A: a<lI+e.

Proposition 1.4 (Une c.n.s. d’intégrabilité). Une fonction bornée f: a,b] — R est Riemann
intégrable si et seulement si, pour tout € > 0, il existe une subdivision A de l'intervalle [a, b]
telle que

0 <TA(f) - Balf) <e

Dans ce cas, on a

b
EA(f)—es/ f<Za(f) +e
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Dém. []11 s’agit de démontrer I’équivalence
Ve >0, IAtel que 0 < B2(f) = Za(f) <e <= L(f)=TI(f)

Pour démonter I'implication =, on procede ainsi : pour € > 0, on considere une subdivision
A telle que 0 < X2(f) — Xa(f) < e. Ensuite, par Ihypothese,

I'(f) < 23(f) < Balf) +e < L(f) +e

Mais € > 0 étant arbitraire, on a I*(f) < L.(f), et donc I*(f) = L.(f).
Pour démonter 'implication <, on pose I(f) = L.(f) = I*(f) et on procede ainsi : pour
€ > 0, on choisit deux subdivisions Ay et Ay telles que

I(f) —€¢/2 < Za,(f) < I(f) (propriété du sup),
I(f) < 222(f) < I(f) +¢/2 (propriété de 'inf).
Considérons maintenant la subdivision plus fine A = A;UA,. Grace a la propriété de monotonie
des subdivisions :
I(f) = ¢/2 <, (f) < Balf)
{2%‘) < ER(f) <I(f) +e/2.

En prenant la différence on trouve X2(f) — Ya(f) < e. L’encadrement de f;f = I(f) en
découle. ]

1.4 Classes de fonctions Riemann-intégrables

Théoreme 1.5. Si f € C([a,b],C), alors f est Riemann-intégrable.

Dém. On peut se ramener au cas d'une fonction réelle. Par le théoreme de Weierstrass, f est
bornée sur [a,b]. Par le theoreme de Heine, f est uniformément continue sur [a, b].
Soit € > 0. La continuité uniforme de f garantit 'existence de d > 0 tel que

[z =yl <= [f(x) = fy)] <e/(b-a)

Choisissons une subdivision A = zg, xy, ...z, uniforme de [a,b]. Cela signifie que les points
de la subdivision sont équidistants, et deux points consecutifs sont a une distance égale a
0 = (b — a)/n. Nous choisissons n de maniere que ¢ < 6. Si [ est un intervalle de cette
subdivision, avec k =1,...,(b—a)/d, on a

|sup f —inf f| < €/(b—a).
I Iy

Mais alors . .
SA(f) = Salf) <> o' |sup f—inf | <> de/(b—a) =«
=1 D T k=1
La proposion précédente implique que f est Riemann-intégrable. O

Théoréme 1.6. Si f: [a,b] — R est monotone et bornée, alors f est Riemann-intégrable.

1. Non exigible a I'’examen



Dém. [P Traitons, par exemple, le cas d’une fonction croissante. Choisissons une subdivision
A = xg,x1,...x, uniforme de [a,b], de pas 6 = (b — a)/n. L’entier n sera choisi apres. Les
intervalles de la subdivision sont alors de la forme

Iy=la+ (k—=1),a+kd], k=1,...,n

On a,
BAf) = Balf) = 3 olsup f —inf f)
p=1 Ik *
< ...(détailler)...
< O(f(b) = f(a))
<e.
La derniere égalité ést vraie lorsque I'on choisi n tel que (b — a)(f(b) — f(a))/n <e. O

Remarque 1.9. Le résultat précédent se généralise aux fonctions bornées et continues par
morceaux sur l'intervalle [a, b] (exercice). Par définition une fonction continue par morceaux est
une fonction ayant un nombre fini de points de discontinuités. L’intégrale d’une telle fonction
se calcule comme la somme des intégrales sur les sous-intervalles ou la fonction est continue au
moins a l'intérieur de ces intervalles.

1.5 Propriétés de l’intégrales

Les propriétés basiques de l'intégrales de Riemann sont les suivantes. Les deux premieres
propriétés traduisent le fait que ’ensemble des fonctions Riemann-intégrables sur un intervalle
[a, b] est un espace vectoriel, et la linéarité de l'intégrale.

Théoréme 1.7. Soient f: [a,b] — C et g: [a,b] — C deux fonctions Riemann-intégrables.
i) f+ g est Riemann-intégrable et f:(f +g) = f;f + f;g
ii) Si A € C, alors \f est Riemann-intégrable et fab Af = /\f;f.

i) Si f < g, alors f;f < f;g
iv) (Régle de Chasles) Pour tout ¢ €la,b|, f est Riemann-intégrable sur |a,c| et [c,b]. De

plus, b b
[i=[t+]s

Dém. E]Soit € > 0. Il existe une subdivision A; telle que

b
EMU%fS/fSEMUHf

et une subdivision A, telle que

b
2A2<g>—es/ 9<Ealg) +e

2. Non exigible a ’examen
3. Non exigible a ’examen



Considérons la subdivision A = A; U A,. Grace a la propriété de monotonie des subdivisiosn,

on a b
Af)—egf f<Salf) +e

b
X8(g) — € S/ g <Zalg) +e

En sommant terme a terme ces inégalités

et

b b
EA(fHEA(g)—zeg/ f+/ 9 < Ta(f) +Salg) + 2¢

Mais,
Sa(f) + 2alyg Z | I | (mf +igf(g)>. < Ea(f+9)

< Z [Tl inf(f +9)
k=1
=Ya(f +9)
De méme, par les propriétés du sup,
SA(f+9) <ZA(f) +25(9).

Ceci donne finalement,

b b
ZA(f—l—g)—ZES/ f+/ g<Ya(f+g)+2e

et donc l'intégrabilité de f + g, ainsi que la formule cherchée.
Exercice : démontrer les autres assertions. O

Théoréme 1.8. Si f: [a,b] — R est une fonction bornée Riemann-intégrable sur [a,b] et si
¢: R — R est continue. Alors la fonction composée ¢ o f: [a,b] — R est Riemann intégrable
sur [a, b].

Dém. E|Soit e > 0. Il s’agit de trouver une constante ¢ > 0 et une subdivision A telles que
23 (¢o f) = Eal(po f) < ce (1.2)
Comme f est bornée, il existe M > 0 telle que
Vo € [a,b]:  |f(z)] < M.
D’apres le théoreme de Heine, ¢ est uniformément continue sur lintervalle [—M, M]. Donc

30 > 0t.q. 81 y,y € [-M,M] et |y —y'| <9, alors [p(y) — d(y)| < e.

4. Non exigible a 'examen



Grace a U'intégrabilité de f, il existe une subdivision A de |[a, b] telle que
SA(f) = Balf) < 0%

Si 'on note comme d’habitude [}, (k =1,...,n) les intervalles de cette subdivision, on a
ZA(go f) ~ Saléo f Z 14l (sup(6 0 ) ~ inf(6 0 1))
k

—Zuk\(suwo) int(90 1)) + 3 Il (sup(o 0 /)~ imf(9o ) ).
keA keB (13>
Ici,

Acﬁf{ke{l,...,n}: supf—i}lffgé}.
I k

def{k’ {1,....n}: sup f —inf f > 6}.
I Ty

Observons que :

ke Aet x €I, = lavariation de f sur [} est <.

= la variation de ¢ o f sur I est < e (par continuité uniforme)

= [ (sup(0 /) —inf(@0 1)) < ile

> Zuu(sup ¢ f)—int(@o f)) < (b—a)e|

keA

D’autre part,
k’EB:>5<S}1kpf—i}1kff:> Zé\[k|<2|lk(supf 1nff)

keB keB

< lekl(sgpf—i}lff)
k=1 K *
=X2(f) — Zalf) <6

Donc, en divisant par §, et en posant C' = sup ¢,y [¢ © f(7)],

keB = Y |I|<o

keB

= |3 1L (sup dof)— iﬁf(gbof)) <2056

keB

Reprenons le calcul interrompu dans (1.3 : en utilisant les deux estimations dans les encadrés,
on trouve

S2(¢o f) = Sal¢o f) < (b—a)e+206
< [(b—a)+2C]e (choisir § < € dans la continuité uniforme)

= c¢,

avec ¢ = (b—a) + 2C. O



Corollaire 1.9. Si f et g sont deux fonctions bornées Riemann-intégrables sur [a,b], alors leur
produit fg: [a,b] — R est aussi Riemann-intégrable.

Dém. En effet,

(f+9*—(f-9)*

fg= 1
1l suffit alors d’appliquer la proposition précédente a la fonction ¢(x) = z? et le fait que I'enseble
des fonctions Riemann-intégrables est un espace vectoriel. ]

Exercice 1.10. Montrer qu’en général fab fg# (ff f)(fab q).

Corollaire 1.10. Si f est bornée et Riemann-intégrable sur [a,b], alors |f| Uest aussi, et

/abfjs/ablf\-

Dém. En effet, la proposition précédente s’applique avec ¢(z) = |z|. De plus

A<l = —/ab|f|§/abf§/ab|f|,

et ceci donne l'inégalité cherchée. O]

Théoréme 1.11 (Inégalité de Cauchy-Schwarz intégrale). Si f et g sont deuz fonctions Riemann-

intégrables sur [a,b], alors
b b 1/2 b 1/2
/fg’§</f2> (/92) :

Dém. En effet, pour tout A € R,

og/ab(Af+g)2:A2/abf2+2A/abfg+/:g2.

(Observer que les quatres fonctions Af + g, f?, fg et g sont toutes intégrables d’apres les
résultats précédents). Le discriminant A du polynome quadratique (en la variable \) est donc
négatif. et 'inégalité A < 0 donne le résultat cherché. O

1.6 Intégrales de Riemann et primitives.

Définition 1.7 (primitive). Une primitive d’une fonction f: [a,b] — R est une fonction
F': [a,b] — R dérivable sur |a,b], telle que F' = f.

Théoreme 1.12. Soit f: [a,b] — R une fonction bornée. Posons, pour x € |a,bl,

F(x):/:f.

- Si f est Riemann-intégrable sur [a,b], alors la fonction F': [a,b] — R est bien définie et
lipschitzienne sur |a, b].



- Si f est continue sur |a,b] alors F' est dérivable sur [a,b] et ' = f. En particulier, toute
fonction continue sur un intervalle possede une primitive.

Dém. Si f est Riemann-intégrable sur [a,b] et x € [a,b], alors f est aussi Riemann-intégrable
sur [a, ). En effet, si e > 0 il existe une subdivision A telle que X2(f) — Sa(f) < €. Quitte &
raffiner A, on peut supposer que A contient z. Mais alors Z(f|a.) — Za(fljaz)) < €. Donc
F(z) est bien définie.

Soit z, 2’ € [a,b] et M = supy,y | f|. Alors

[ [1-

< M|z' — x|

|F(2") = F(x)| =

[

et f est M-Lipschitzienne.
Soit € > 0. Si f est continue sur [a,b] et xy € [a,b], il existe § > 0 tel que, si |z — zo| < 6,
|f(z) — f(x0)] < e. Mais alors, si 0 < h < d

Y S

1 zo+h
<i [ 1=t

o

IN

€.

En prenant h — 0+ on voit alors que F'(zo+) = f(z0). On prouve de la méme maniere que
F'(xo—) = f(x0), donc F est dérivable et F' = f. O

Théoréme 1.13 (Théoreme fondamental du calcul différentiel). Si F': [a,b] — R est dérivable
sur a,b] et f = F' est Riemann-intégrable, alors

LU:F@—F@.

Dém. Soit A = xg,x1,...,x, une subdivision arbitraire de [a,b], et Iy = [xg_1,x]. Grace au
théoreme des valeurs intermédiaires, appliqué a la fonction dérivable F' sur lintervalle Iy, il
existe ¢, € I tel que

n

F(b) — F(a) = Z[F(Ik) — F(zp1)] = Z [k f (cx)-

k=1
Comme inf;, < f(cx) < sup;, f, on trouve
Sa(f) £ F(b) = F(a) < B2(f).

Mais f est Riemann-intégrable sur [a,b]. Si on passe au sup sur A dans 'inégalité de gauche
on trouve fab f < F(b) — F(a). Si on passe a I'inf sur A dans I'inégalité de droite on trouve
F(b)— F(a) < [} f. O
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1.7 Meéthodes de calculs d’intégrales

Lorsqu’il s’agit de calculer explicitement I'intégrale d’une fonction z — f(x), il est souvent
pratique d’effectuer les calculs en utilisant la notation

/ff(x)dxdzéf/abf.

Le nom de la variable n’a pas d’'importance et on peut remplacer la lettre x par une autre. On
a, par exemple, f:f(x) de = fabf(t) dt.

Théoréme 1.14 (Intégration par parties). Si f et g sont deux fonctions dérivables sur [a, b
et si f' et g sont bornéesf| et Riemann-intégrables, alors

b b
/ 19 = 1(b)g(®) — f(@)gla) - / /9.

Dém. Exercice. O

Théoréme 1.15 (changement de variable). Soit ¢: [a,b] — [c,d] de classe C* et f: [c,d] - R

continue. Alors,
¢(b)

b
/ HoNd @ o= [ fe)d
a ¢(a)

Dém. En effet, f possede une primitive F. Alors z — F(¢(x)) est une primitive de =z
f(o(z)¢'(z). On voit alors, grace au théoreme fondamental du calcul différentiel, que les deux
termes de 'égalité sont égales & F'(¢(b)) — F(¢(a)). O

Dans la pratique, pour calculer fcd f(t)dt, on peut chercher une fonction ¢ comme ci-dessus
et qui est en plus bijective, et considérer 'application inverse ¢~ ': [c,d] — [a,b]. La formule de
changement de variable revient alors a poser :

B Y t=c < x=¢"1c) d B ¢97H(d)
t=o¢(z), dt=¢'(z)dx, {t:d — =) et /Cf(t)dt—/q5 f(x)dx.

1.8 Sommes de Riemann

Définition 1.8. Une subdivision pointée X d’un intervalle [a,b] est une subdivision A =
Zo, X1, ..., T, munie d’une suite finie de points &1, ... ,&,, telle que

a=Tg <11 <+ <xp,=0>0, et kaIkd:éf[xk_l,xk] pourk=1,...,n.
Le pas de cette subdivision est

pas(X) € pas(A) =  nax | I |.

=1,..,n

5. Il y a des fonction dérivables sur un intervalles [a, b] mais de dérivée non bornée. Par exemple, la fonction
f(z) = 23/2sin(1/x) pour x # 0 et telle que f(0) = 0 est dérivable sur [~1,1], avec f(0) = 0, mais f’ n’est pas
bornée au voisinage de 0.
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Définition 1.9. Si f: [a,b] — R est une fonction bornée, et X est une subdivision pointée de
la,b] comme ci-dessus, la somme de Riemann associée a f et a X est

A) =Z|Ik!f<£k>-

Comme les sommes de Darboux, une somme de Riemann s’interprete comme 'aire d’un
pluri-rectangle. Bien entendu, & toute subdivision pointée A on peut associer la subdivision
non-pointée A correspondante : on a alors

Salf) < R(f, &) <Z2(f).

Le théoreme suivant illustre 1’équivalence entre notre définition d’intégrabilité et la notion
d’intégrabilité historiquement introduite par B. Riemann, qui repose sur I'existence de la limite
des sommes de Riemann, lorsque le pas de la subdivision tend vers zéro.

Définition 1.10. Soit f: [a,b] — C et soit ¢ € C. L’écriture

lim R(f,A) =

pas(A)—0
signifie que Ye > 0, 3§ > 0 tel que, pour toute subdivision pointée X de [a,b] :
pas(A) <40 = |R(f,X)—{] <e. (%)

Théoréme 1.16. Une fonction bornée f: [a,b] — R est Riemann intégrable si et seulement si
la limite limpagay—o R(f, &) existe. Dans ce cas,

lim R(f,X) /f

pas(A)—

Dém. ﬁ On peut se ramener aux fonctions a valeurs dans R en prenant la partie réelle et
imaginaire.

Supposons que f soit Riemann intégrable (au sens des sommes de Darboux). Soit € > 0. Il
s’agit de trouver 6 > 0 vérifiant (*). Pour cela, posons M = SUD{q 4] | f|. Par I'hypothese, on sait
qu’il existe une subdivision V = xy, ..., x, telle que

b
SV —e< [ £ <o) e
Notons, comme d’habitude, |Ix| = zx — zx_1. Démontrons que, si on choisit

. € .
<0< mm(m’ki‘%}%n )
alors la condition (x) est satisfaite.

Soit A une subdivision pointée telle que pas(A) < 4. Le choix de ¢ implique que tous
les intervalles I de la subdivision de départ V contiennent au moins un point de la nouvelle

6. Non exigible a ’examen
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subdivision A. Observons que (faire un dessin pour comprendre la deuxiéme inégalitéE[)

R(f,X) < T5(f)
< Mo(n +1) +3V(f)

b
S/ [+ 2e

/bf—ZegR(ﬂA').

Ceci prouve la condition cherchée (x).
Réciproquement, supposons que

Un calcul semblable donne

lim R(f,A)="¢.

pas(A)—0
Soit € > 0. Par I’hypothese, nous pouvons trouver § > 0 et une subdivision A = xg, x1, ..., Ty,
de pas inférieure a 4, telle que, pour n’importe quel < pointage > &1, ..., &, de cette subdivision,

on a

‘Z k| f(&k) — | <e.
k=1

Prenons &, tel que f(&) ~ sup;, f (Uegalité f(§x) = sup; f est possible si le sup de f est
atteint sur I, mais ce n’est pas toujours le cas). Un choix qui convient est de prendre & tel
que

sup f —¢/(b—a) < f(&)

(ce qui est toujours possible par la propriété du sup). Ainsi,

n n

SA) =DMl sup f < Il f(&) +€ < 0+ 26

k=1 Tk k=1

Avec un raisonnement semblable (en choisissant d’autres points & tels que f(&) ~ inf;, f), on
trouve

0 — 2¢ < ZA(f)

En conclusion, nous avons trouvé une subdivision telle que
SA(f) =26 <L < BA(f) + 2e.

Ceci implique la Riemann-intégrabilité de f et que fab f==
O

Le corollaire suivant s’obtient en reconnaissant ’expression des sommes de Riemann dans
le cas d’une subdivision uniforme, x; = a + (b — a)/n, avec un pointage aux points & =
(k=1,....n).

7. Ici, chaque terme de YX2(f) exprime l'aire d'un rectangle étroit, de base < §. On distingue alors les
rectangles étroits dont la base contiennent les points xg,z1,...,2, (dont chacun a une aire majoré par M),
des rectangles étroits dont la base est contenue dans un intervalle de type Iy. Le premiers ont une somme des
aires majoré par Md&(n + 1). Les autres ont une somme des aires majoré par XV (f).
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Corollaire 1.17. Si f: [a,b] — R est une fonction bornée Riemann-intégrable su [a,b], alors

b—a
n

S fla+ k(b — a)/n) %/ 7.

Remarque 1.11 (Le cas des fonctions vectorielles). Si f: [a,b] — R? on dira que f est
Riemann-intégrable si et seulement si les composantes de f le sont. Dans ce cas on pose
fabf = (fab fiyooo, f: fn)- Soit || - ||: R — R une norme (pas forcement la norme euclidienne).
Une conséquence de l'inégalité triangulaire est que

Vo, €Y ||lel - 2]

< |lz = 2|
et cette inégalité affirme que Papplication || - ||: R? — R est lipshitzienne, et donc continue.

Mais alors, si f est intégrable, la fonction || f|| 'est aussi d’apres le théoreme Dans ce cas
on a

En effet, pour toute subdivision pointée A, avec les notations usuelles,

b b
/ fH < / Il (inégalité de Bochner).

n n b
1RG0 =[S @] < S 1nd sl < [ 1L
k=1 k=1 a
En prenant pas(A) — 0 on obtient 'inégalité de Bochner.

1.9 Suites de fonctions uniformément convergentes

Définition 1.11. Soit D C R et f,: D — R, (n = 0,1,2,...) des fonctions bornées et soit
f: D — R. On dit que la suite (f,)nen converge uniformément vers f dans D si :

Ve>0 3dng tel que, VYn>ng, VreD, |fu(z)—f(x)]<e

Autrement dit,
deéf
an_fHoo = S%p|fn_f| — 0.

On vérifie immédiatement que, dans ce cas,
1. f: D — R est bornée.

2. Pour tout n > ng, on a
inf f, —inf f| <e et sup f, —sup f| < e,
D D D D

et que donc
inf f,, — inf f et sup f, — sup f.
D D D D

Théoréme 1.18. Toute fonction f: [a,b] — R qui est limite uniforme d’une suite de fonctions
bornées et Riemann-intégrables sur |a,b] est elle méme Riemann intégrable sur [a,b]. De plus,

b b b
lim fn:/ f:/ lim f,.
n—-+o0o a a a n—o00
14



Dém. E|Soit e > 0. Il existe ng tel que

Vn >mng, Vax €la,bl: |fu(x)— f(z)| < :

“b—a
Mais alors, pour toute subdivision A de [a, b], on a, pour tout n > no,
Salfa) =€ S Ba(f) SZH(f) S Z2fa) + e
Grace a l'intégrabilité de f,, il existe une subdivision A telle que
0 < B%(fa) = Balfa) < e
Mais alors,

0 < EA(f) = Balf) < 2

ce qui montre l'intégrabilité de f. De plus, pour n > ny,

[ [l [n-n<e

Donc, lim,,_, o ff fn = f; f. O

Définition 1.12 (convergence simple). Soit D C R et f,: D — R, (n = 0,1,2,...) et soit
f: D — R. On dit que la suite (f,)nen converge simplement vers f dans D si :

Ve >0 VxeD, 3dng telque, Vn>mng, |fu(x)—f(z) <e

Autrement dit,

Vee D lim f,(z) = f(x).

n—-+0o
Cette notion signifie de convergence est bien moins contraignante que la notion de conver-
gence uniforme. Par exemple, la suite de fonction f,,: [0, 1] — R, définie par f,,(x) = 2" converge
simplement vers la fonction f(z) =0si 0 < x < 1 et telle que f(1) = 1, mais pas uniformément.

Remarque 1.12. Si f: [a,b] — R est la limite simple d’une suite de fonctions f, Rie-
mann intégrables, ¢a peut arriver que f ne soit pas Riemann-intégrable. Par voir un exemple,
considérons une énumération (g, )nen de tous les rationnels contenus dans Q N [a, b]ﬂ Posons

folz) = {1 six€{qo, - qn}

0 sinon

Observons que, pour tout n € N, f,, est intégrable dans [a, b] (puisqu’elle possede un nombre fini
de discontinuités) d’intégrale nulle. De plus la suite (f,,) converge simplement vers la fonction
de Dirichlet sur [a, b], qui n’est pas Riemann-intégrable.

Remarque 1.13. Si f: [a,b] — R est la limite simple d’une suite de fonctions f, Rie-
mann inté%rables, méme si 'on suppose que f est Riemann-intégrable, ¢a peut arriver que

iy, poo [0 fo 7 [0 F.

8. Non exigible a ’examen
9. 1l suffit de savoir que QNJa, b] est dénombrable, ce qui implique qu’il existe une bijection ¢: N — QNJa, b]
et de poser ¢, = (n).
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1.10 Riemann-intégrabilité et points de discontinuité[|

Définition 1.13 (Oscillation sur un intervalle). Soit f: I — R. L’oscillation de f sur l'inter-
valle I est

Osc(f) = sup |f(z) — f(y)| = Sl}p(f> — nf(f).

z,yel

La derniere égalité de la définition se justifie ainsi :
- “<"Vxyyelona f(x)— f(y) <sup; f—inf; f. Apres en échangeant z et y on trouve
I'inégalité cherchée.
- “>7 : Soit € > 0. Par les propriétés de sup et inf, il existe x,y € I tels que

Sl}pf—ir}ff < flx) +e—(fly) —e) < |f(x) = f(y)] + 2.

et on conclut.

Définition 1.14 (Oscillation en un point). Soit f définie au voisinage de xy. On pose

Osc(f) = lim Osc .
o <f) r—0+ [:co—r,xo-l—r](f)
La définion précédente a bien un sens, puisque la limite pour » — 0+ existe toujours. En effet,
la fonction 7 — Osciyy—r.zo+4.(f) est décroissante.

Remarque 1.14. - f est continue en z; si et seulement si Osc,,(f) = 0.
- Si z est une discontinuité de premiere espece, alors Oscy, (f) est le saut de la fonction
f en xy (la valeur absolue de la différence entre la limite a droite et la limite a gauche
en x).
- Si f(z) =sin(1/z) pour z # 0 et f(0) = 0, alors Oscy(f) = 2.
- Si f(z) = 1/z pour x # 0 et f(0) = 0 alors Oscy(f) = +oo.

Observons que, si f: [ — R,

Disc(f) = {x € I: f est discontinue en x} = U{w Oxsc(f) > e}

>0
Lemme 1.19. Soit € > 0 et f: [a,b] — R. L’ensemble D, = {x € [a,b]: Osc,(f) > €} est

fermé dans [a, b]

Dém. Soit (z,) C D, et x € [a, b], tels que z,, — x. Montrons que = € D..
En effet, soit 0 < n < e. Pour tout n € N, grace au fait que Osc,, (f) > € on trouve
Yn, Zn € |a,b] tel que

[T —yn| < 1/n, |on — 20| <1/ et |f(yn) — f(20)| > €—n.

Mais alors y, — x, z, — x et donc Osc,(f) > € —n. Comme 7 est arbitraire, on trouve
Osc,(f) > e O

Définition 1.15. Soit E C R. On dit que E est de mesure nulle (ou < négligeable > ), si
pour tout € > 0, il existe une suite finie ou dénombrable d’intervalles ouverts (I,,) telle que

E C U,en In et telle que
D L <e

On écrit dans ce cas u(FE) = 0.

10. Dans cette section, seul I’énoncé du théoreme de Lebesgue est exigible a ’examen
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Remarque 1.15. Tout ensemble £ C R fini ou dénombrable est de mesure nulle. En effet, si
E = {x,: n € N} et € > 0, alors on peut recouvrir E par des intervalles I,, centrés en x, et de
longueur €/2" . Ainsi, Y |1,]| <e.

On voit de la méme maniere (exercice) que la réunion au plus dénombrable d’ensembles de
mesure nulle est un ensemble de mesure nulle.

Remarque 1.16. On peut construire des ensembles non dénombrables de mesure nulle. Par
exemple, I'ensemble triadique de Cantor. (Chercher sur le web pour en savoir plus).

Rappelons qu'un compact K de R (ou plus en général de tout espace métrique) vérifie la
propriété de Borel-Lebesgue suivante : si K est contenu dans une réunion, finie ou infinie,
d’ouverts, alors K est contenu dans une réunion finie de ces ouverts. La réciproque est vraie
aussi : un ensemble K C R vérifiant la propriété de Borel-Lebesgue est nécessairement compact.
Autrement dit :

Théoréme 1.20 (Borel-Lebesgue). Un ensemble K est compact si et seulement si, de tout
recouvrement ouvert de K on peut extraire un sous-recouvrement fini.

Cette propriété joue un role important dans la démonstration du théoreme suivant.

Théoréme 1.21 (de Lebesgue). Soit f: [a,b] — R une fonction bornée. Alors f est Riemann-
intégrable si et seulement si I’ensemble des ses points de discontinuité est de mesure nulle.

Dém. “Seulement si”. Supposons que f soit Riemann-intégrable. Démontrons que Disc(f) est
de mesure nulle. On a,

Disc(f) = U {z: Ozsc(f) >1/n} o U Dim

neN* meN*

Donc, il suffit de démontrer que, pour tout m € N*, 'ensemble D, ,,, est de mesure nulle.
Soit donc € > 0 et n € N*. 1l existe une subdivision A = zg, x1, ...z, de [a,b] telle que

S2(f) = Zalf) < e/m.

Notons I, les intervalles de cette subdivision.
On a

> 22(f) = Balf)
> ;IIk!(Szpf —i}iff>
> Z|Ik|<sipf —igff>

keA

keA

€
m

oll nous avons posé

AY {k e {1,...,n}: I contient un point z tel que Osc(f) >1/m}.
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Et donc

> Il <e

keA
Or, les intervalles (I )rea recouvrent 'ensemble Dy, qui est alors de mesure nullelﬂ.

“Si”. Réciproquement, supposons que I’ensemble des points de discontinuité de f soit de me-
sure nulle et démontrons que f est Riemann-intégrable. Soit € > 0. On cherche une subdivision
A et une constante ¢ > 0 telle que

SA(f) = Balf) < ce

L’ensemble D, = {z € [a,b]: Osc,(f) > €} est un compact (puisque fermé, grace au lemme
précédent, et borné) de mesure nulle. On peut alors trouver une suite finie d’intervalles ouverts
Ii,..., Iy, tels que

D€C]1U...UIN, |]1|++|IN|§E

(une telle suite d’intervalles serait a priori dénombrable, mais la compacité permet d’en extraire
un sous-recrouvrement fini, par la propriété de Borel-Lebesgue).
Posons,

K “ [a,b)\(I,U...UIy).

Observons que

ze€ K = Osc(f)<e = 3J, intervalle ouvert dans [a, ], tel que (?]sc(f) <.

Mais
Kcl|JJ.
zeK
et K est compact (puisque les intervalles Iy, ... Iy sont ouverts et donc K est fermé et borné).

On peut alors trouver un ensemble fini ' C K C [a, b] tel que

Kcl]J.

zeF

Nous avons donc une collection finie d’intervalles de type J, ou de type [;. Ces intervalles
peuvent se chevaucher. Nous pouvons alors construire une subdivision A, en prenant les points
d’extrémité de tous ces intervalles.

Calculons
BN -ZaN= X (s —inf f).

I’ intervalle de A

Tout intervalle I’ de la subdivision A est contenu dans un intervalle de type J., ou, sinon, dans
un intervalle de type I;. Ceci conduit a séparer en deux la somme précédente.
Mais,
(I/ C dans un intervalle de type J, ) = (Supf — i?f f) <e
r !

11. Dans la définition d’ensemble de mesure nulle, nous avons demandé que les intervalles recouvrant 1’en-
semble soient ouverts. Les intervalles I ne sont pas ouverts, mais la conclusion reste vraie puisqu’on peut les
remplacer par des intervalles ouverts un peu plus grands, par exemple de longueur double.
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Donc,

22N -Balf) = > (s —inf f)

I’ intervalle de A

N
. !
§Z|]k|<sﬁpf_1£ff>+ | oo e
k=1 I’ intervalle de A
N

<2M Y I + €(b — a)
< (2M —_l- (b—a))e.

Ici nous avons posé M = supy, ; | f|. Donc ¢ = 2M + b — a convient.
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2 Suites et séries de fonctions

2.1 Espaces de Banach

Rappelons la notion suivante :

Définition 2.1. Soit E' un espace vectoriel réel ou complexe. Une norme sur E est une appli-

cation || - ||: E — R vérifiant les propriétés suivantes :
i) Vx € E: ||z|| > 0. De plus ||z|| = 0 si et seulement si x = Op.
ii) Y € E et tout scalaire A € R (ou C, si I'espace vectoriel est complexe), ||[\x| = |A| ||z]|
i) Yo,y € B [lo+yll < 2l + -

On dit dans ce cas que (E,|| - ||) est un espace vectoriel normé et ses éléments sont appelés

< points > ou < vecteurs .

Définition 2.2. Une suite (x,,)nen d’un espace normé (E, ||-||) converge dans E, si et seulement
s'il existe x € E tel que ||z, — x|| — 0. Dans ce cas, on écrit z,, — .

Définition 2.3. Soient (E, || - ||) un espace vectoriel normé, (z,)nen une suite de E et x € E.
On dit que (x,)nen est de Cauchy si

Ve>0 dngeN: (nZno = Hxn—xm\|<e).

Exercice 2.1. Démontrer que si une suite (,),eny d'un espace vectoriel normé converge, alors
la limite est unique. Quelles sont les axiomes de norme dont on a besoin pour établir cette
propriété d’'unicité ?

Définition 2.4. Un espace vectoriel normé (E, || -||) est un espace complet (ou <« de Banach )
lorsque toute suite (x,)neny de Cauchy de E est convergente dans E.

L’exemple le plus connu d’espace de Banach est (R,|-|). Un autre espace de Banach est
(R, || - 1), ou ||lz]| = (31, 2)/? est la norme euclidienne du vecteur z = (21, ..., ,). Dans
la section suivantes nous allons construire d’espaces de Banach fondamentaux de dimension
infinie. Il s’agit d’espaces de fonctions (les points de ces espaces sont des fonctions).

Définition 2.5. Soit (E,|| - ||) un espace vectoriel normé. Une contraction sur E est une
application T': EE — E telle que

3,0y <1 VayeB, |T(x)-T@)<lz—yl.

Le théoreme suivant a des nombreuses applications. Nous I’établissons pour les espaces de
Banach, méme s’il est valable aussi dans le cadre plus général des espaces métriques complets.

Théoréme 2.1 (des contractions, ou de Picard). Soit (E, ||-||) un espace de Banach et T: E —
E une contraction Alors T posséde un et un seul point fixe dans E :

Al ze B tel que T(x)=ux.

Dém. [] Soit xy € E un point arbitraire. Posons z; = T(z¢), 22 = T(x1), etc. On construit
ainsi une suite (2, )nen. Montrons qu’elle est de Cauchy. Soit € > 0.

12. Non exigible a ’examen
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Observons que, pour n € N*,

[Znt1 — Znll = [|T(20) — T(2n-1)||
< 'YHxn - In—IH
< ...

<"1 — o
Mais alors, pour n > m > 1,
ok 7"l — ol
|en — 2| < ];n |Tpr1r — x| < ];17 |x1 — o] = B Ea— -0 pour m — +00.

Donc il existe ng tel que si n,m > ng, on a ||z, — x| < e. La suite (z,)nen est de Cauchy,
donc elle converge dans E. Soit & € E' la limite de cette suite. On a

Tpt1 — X
T E, = nee . . o
Tpy1 = T(x,) — T(Z) (puisque T est contraction, donc lipschitzienne)

Par I'unicité de la limite, T'(z) = z. Il existe donc un point fixe € E pour la contraction 7.
Si ¢ est un autre point fixe, alors

|y —z|| =T - T@)| <~lly -zl
Comme 0 < v < 1. On a nécessairement ||g — z|| = 0 et donc § = . O
Nous avons aussi le corollaire suivant :

Corollaire 2.2. Si E est un espace de Banach, A C E est fermée et si T: A — A est contrac-
tante, alors T posséde un et un seul point fixe dans A.

Dém. En effet, on part de xy € A. La suite (x,),en construite dans le théoreme converge dans
E. Mais cette suite est en fait contenue dans A, qui est fermée. Alors la limite de cette suite
doit appartenir a A. O

2.2 La norme | - |« et les espaces B(D,R) et C,(D,R)

Dans toute cette section on considere des fonctions f: D — R, définies sur un ensemble de
définition D C R™. Bien souvent, dans les applications, on aura D = [a, b], un intervalle de R.
Introduisons la notation suivante : si f est une fonction bornée, on pose

déf

[fllee = sup | f(2)]
zeD

Exercice 2.2. L’application f + || f||co définit une norme sur les espaces vectoriels suivants :
- L’espace B(D,R) des fonctions bornées a valeurs réelles
- L” espace Cy(D, R) des fonctions continues et bornées sur D a valeurs réelles.

Observons que si D = [a, b] toute fonction continue est automatiquement bornée, donc on
note simplement C([a, b], R) au lieu de Cy([a, b],R). et C([a,b],C) au lieu de Cy([a, b],C)
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Remarque 2.3. La norme du sup est appelée aussi < norme de la convergence uniforme >,
puisque si E = B(D,R) ou E = Cy(D,R), alors f,, — f dans E'si et seulement si || f,— f||co — 0.
Autrement dit, si et seulement si :

Ve > 0, dng tel que Yn > n,, Ve € D: |f.(z) — f(2)] <e (CU)

Autrement dit, f,, — f uniformément sur I’ensemble D.

Remarque 2.4. Rappelons que, par définition, une suite de fonctions (f,)nen définies sur
D converge simplement vers f si Vo € D: lim,, o fo(z) = f(z). La convergence uniforme
implique la convergence simple. Autrement dit :

(CU) = Ve>0, Vr e D, dng tel que Vn > ng,: |fu(zx) — f(x)| <e.

La réciproque en général n’est pas vraie (voir les exercices).

Théoréme 2.3. Les espaces B(D,R) et Cyp(D, R), munis de la norme du sup, sont deux espaces
de Banach.

Dém. Soit (f,)nen une suite de Cauchy dans B(D,R). Alors, pour tout = € D, la suite réelle
(fn(2))nen est de Cauchy (et donc elle converge dans R) puisque

vm,n: | fu(€) = fn(@)] < [ fn = fnlloo-

Définissons f: D — R, par
Ve e D: f(x) = lim f,(z).

n—-4o0o

Soit € > 0. Il existe ng tel que, pour n,m > ng,

Ve e D, |fu(x) = f(@)] < [ful@) = fu(@)] + [ fn(@) — f(2)]
< |[fn = fimlloo + [ fm(x) = f(2)]
< et |fm(z) — f(2)].
Donc, en prenant m — 400,

Vn > ng, Ve € D, |fu(z) — f(z)| <e

Ceci implique, que f: D — R est bornée (puisque, pour tout x € D, |f,(x)] < € + || fuoll o) €t
donc f € B(D,R). De plus, par passage au sup sur € D dans la derniére inégalité, on trouve

vn>mno, |fu— fllx <e
Ceci montre que f, — f dans B(D,R) et donc B(D,R) est un espace de Banach.

Démontrons maintenant que Cp(D,R) est un espace de Banach. Considérons une suite
(fu)nen de Cauchy dans Cy(D,R). Comme C,(D,R) C B(D,R), d’apres le résultat précédent
on sait qu’il existe une fonction f € B(D,R) telle que || fn, — f|loo. Il reste & démontrer que f
est continue sur D. Soit alors zg € D. Soit € > 0. Il existe ng tel que, si n > ng : on a

[f (@) = flzo)| < |f(x) = ful@)] + [fn(2) = fu(zo)| + [fn(z0) — f(20)|
<20f = falloo + [ falz) = fulo)]
< 2e+ [ful@) = fulwo)]
Et comme f,, est continue en xy, il existe § > 0 tel que si ||z —x¢|| < 0, on a |f,(z) — fu(z0)| < €.
En conclusion, si ||z — x| < 6, alors |f(z) — f(zo)| < 3€ et ceci montre que f est continue en

xo. Mais alors la fonction f € B(D,R) appartient en fait a Cy(D,R). Toute suite de Cauchy
dans Cy(D, R) converge dans ce méme espace ce qui prouve que Cy(D,R) est de Banach. [J
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Corollaire 2.4. La limite uniforme sur D d’une suite (f,)nen de fonctions continues et bornées
est une fonction f continue et bornée sur D. Dans ce cas, si xg € D :

i (Jim, o) = Jim (tim £ (2)).

Remarque 2.5. L’espace C'([a,b], R), muni de la norme ||- ||, n’est pas un espace de Banach.
(Exercice).

Théoreme 2.5. Soient, pour n € N, f,: [a,b] — C des fonctions de classe C*, telles que

- dg: [a,b] — R telle que f! — g uniformément sur [0, 1].

- dc € [a,b] tel que la suite (fn(c))nen converge.
Alors il existe f: [a,b] — C de classe C1, telle que f, — f uniformément dans |a,b]. De plus
f'=g. En particulier,

N AGE (fn(a:)>/.

n—-4o0o n—-+00

Dém. Notons

f(x) = / “gydtte,

ol £ = 1im,, o fn(c) = f(c). Ceci définit une fonction de classe C, telle que f' = g. De plus,
comme

fulz) = / Cr et Lo,

fule) — f(z) = / F4(8) — g(8)] i + [fule) — 4

a
Donc

[folz) = f(2)| < (b= a)llfy = glloo + |fulc) — €].

Et par passage au sup

1fn = flloe < (0= a)[|f}, = gllsc + [ fulc) — €] = 0.

[
Corollaire 2.6. L’espace C'([a,b],R) muni de la norme || f]| o | flloe + ||f'loo €st un espace
de Banach.
Dém. A compléter. O

2.3 Séries dans un espaces de Banach. Séries de fonctions

Dans un espace vectoriel normé (F, || - ||), la notion de série a bien un sens.

Définition 2.6. Si (z,)neny C F, ott (E, || - ||) est un espace vectoriel normé, alors :
- On dit que la série Y x, converge si et seulement si la suite des sommes partielles
(Sn)nen, ot S, = > p_,xk, converge dans E, c’est-a dire qu’il existe S € E tel que
1S, — S|l = 0. Dans ce cas on écrit S =3 .
- On dit que la série ) x,, est normalement convergente si la série réelle Y ||z, || converge.

23



Exemple 2.6. Par exemple, la série de R, > (27", 37", S‘ﬂ#) converge normalement dans R3.

s . _ —1)" i .
La série Y (27", Q, Snn) converge dans R?, mais elle n’est pas normalement convergente.
n n

Théoreme 2.7. Dans un espace de Banach, toute série normalement convergente est conver-
gente. Autrement dit, si (T,)nen C E,

Z |zl converge = an converge.

Dém. A compléter. O

Dans le cas de 'espace de Banach (R, |- |), le théoréme précédent, affirme alors que toute
série absolument convergente est convergente. Dans le cas des espaces B(D,R) et Cy(D,R)
le théoreme précédent affirme que toute série de fonctions normalement convergente est uni-
formément convergente. En effet,

Z | fulloo converge = Z fn converge;

mais la convergence de »_ f,, dans l'espace B(D,R) et Cy(D,R) signifie précisément que la
suite des sommes partielles (S,,)nen converge pour la norme du sup, ou encore que la série de
fonctions converge uniformément sur D.

Les deux théoremes suivants sont la transcription, pour les séries de fonctions, des propriétés
correspondantes que 1'on a déja rencontrées pour les suites de fonctions.

Théoréme 2.8 (Continuité d'une série de fonctions). Soit Y f,, ot f,: D — C, une série
de fonctions et xog € D tel que pour tout n € N, f, soit continue en zq. Si Y f, converge
uniformément sur D alors 2::6 fn est continue en xg.
Théoréeme 2.9 (Dérivabilité d'une série de fonctions). Soit > f,., ot f,: [a,b] — C une suite
de fonctions dérivables dans l'intervalle [a,b]. On suppose que

i) la série Y f! converge uniformément sur [a,b],

ii) il existe ¢ € [a,b] tel que > fn(c) converge.

+oo

Alors Y f, converge uniformément sur [a,b]. De plus, Z fn est dérivable et

n=0

+oo , +oo
!/
(E j%) - E f%'
n=0 n=0
Nous terminons ce chapitre avec un dernier critere de convergence uniforme d’une série de

fonctions.

Théoreme 2.10. St f,: D — R est une suite décmissante@ de fonctions > 0, telle que
| fulloo = 0, alors la série alternée

Y (1) fulz)

Converge uniformément. De plus, le reste d’ordre n, R,(x) = Y_.2, 1 > (=1)" fi(x) vérifie

|Ra(2)] < fosa(z)

13. C’est a dire, Vn € N, fr41 < fn
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Dém. [ Posons S, (z) = >i_, fu(x). On vérifie sans peine que, pour tout z € D,

Sgn(x) J/, Sgn_l(x) T, SQn(ZL’) > Sgn_l(l'), Sgn(l’) — Sgn_l(l') — 0.

Les suites (S, (7)) et (S2,—1) sont adjacentes, et donc[7]il existe la limite

S(@) Y lim Son(z) = lLim Son_1(z).

n—+400 n—-4o00

Observons aussi que
Vn e N*, Sy, q(x) < S(z) < Sopn(x).

Mais, si n € N, on montre comme avant que De plus,

o0

0<S(@) = Som1= > _(=1)*fu(e) = fon(x) + (S(x) = Sou(@)) < fon(®).
k=2n
Et
0> 8(x) = Son(x) = Y (=) fu(@) = = fans1(x) + (S(x) = S2ns1(2)) > = fonsa(@).

Donc dans tous les cas,
|Rn(2)] = [S(2) = Su(@)] < fara(z).

De plus, ||S — Sullee < || fas1lloe = 0, ce qui assure que la série de fonctions » (—1)"f, est
uniformément convergente dans D. O]

Le théoreme précédent sur les séries alternées possede la généralisation suivante, ou les
coefficients (—1)" sont remplacés par des termes a,(z)

Théoréme 2.11 (critere d’Abel uniforme). Considérons la série de fonctions, définies sur D,
> an() fulz) 0t
i) La suite (f,) est décroissante, f, > 0 et || fnllcc — O.
it) Les sommes partielles de la suite (o, (x)) sont uniformément bornées sur D. Autrement
dit : il existe M € R tel que pour tout n € N, sup,cp |> r_q ow(x)| < M.
Alors > () fu(x) converge uniformément sur D.

Dém. A compléter. O

Remarque 2.7. Tous les résultats de cette section restent vrais pour les suites de fonctions a
valeurs complexes. Le seul changement est que, si f: D — C, alors dans la définition || f]|. =
sup,cp | f(2)|, V'expression |f(x)| exprime le module du nombre complexe f(z).

14. Non exigible a 'examen
15. La suite Sa,(x) est décroissante et minorée par Si(z). La suite Sa,_1(x) est croissante et majorée par

So(x)
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2.4 Séries entieres
2.4.1 Rayon de convergence

Les séries entieres sont des séries de fonctions de forme particuliere. Elles sont bien adaptées
a l'opération de dérivation, et donc a la résolution d’équations différentielles.

Définition 2.7. Une série entiere réelle est une série de fonctions Y f,, ot f,(z) = a,x™, avec
(a,) C R.

Définition 2.8. Le rayon de convergence de la série entiere » | a,x™ est
R =sup{r € R: (|a,|r"),cy est bornée}.

Le rayon de convergence R d’une série entiere peut alors étre un réel positif ou nul, ou
vérifier R = +o00. Le théoreme suivant illustre son importance.

Théoréme 2.12. Soit R le rayon de convergence d’une série entiére Y a,x".
i) Si R=0, alors > a,x™ ne converge que pour x = 0.
ii) Si R = 400, pour tout x € R, la série Y a,x™ converge absolument.
iii) Si 0 < R < 400, alors si |x| < R, > a,x™ converge absolument. De plus, celte série
converge normalement dans tout intervalle [—r,r], avec 0 < r < R.

Dém. Démontrons en détail seulement le point (iii). La méthode pour la démonstration de (i)
et (ii) est semblable.

Soit 0 < r < R. Par définition de sup, il existe 7 tel que 0 < r < 7 < R et la suite (|a,|™)nen
est une suite bornée. Donc, IM > 0 tel que |a, | < M. Mais,

Z sup |a,a"| < Z la,|r™ < Z \an|F"<:) < M2<j> :
n=0 w€[—rr] n=0 n=0 r n=0 r
La derniere série est une série géométrique convergente. Donc la série entiere est normalement
convergente sur [—r,r]. En particulier, cette série est absolument convergente en z, pour tout
x € [—r,r]. Comme 0 < r < R est arbitraire, la série entiere est absolument convergente sur
| — R, R].

Si |z| > R, alors la suite (a,|z|"),en est non bornée (par définition de rayon de convergence).
Donc a,x™ 4 0 et la série entiere est alors grossierement divergente. O

Ce théoreme affirme en particulier qu'une série entiere » | a,x™ converge pour —R < & < R
et diverge en dehors de l'intervalle [—R, R]. Pour z = +R, la série peut étre convergente ou
divergente. Pour le calcul pratique du rayon de convergence de > a,z™ on applique souvent le
critere de D’Alembert. Ce critere implique ceci : supposons que la limite ¢ = lim,, %
existe : alors

%, si0 </l <400
R=<0 sif =400
+oo sil=0.
Alternativement, on peut faire appel au critere de Cauchy. On trouve alors ceci : si la limite
L = lim,_, 1o |an|"/™ existe, alors

%, si0 </l <400
R=<0 si L = +o0
+o00 si L =0.
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Exemple 2.8. — La série )| ’““n—T est convergente pour tout x € R. Le rayon de convergence
est donc R = +o00.
— La série Y 2™ converge si et seulement si —1 < z < 1 : le rayon de convergence est
R=1
— La série ) (;;)Ln x" converge si et seulement si —3 <z < 3 :on a donc R = 3.
— la série > nla™ est divergente pour tout x # 0. On a alors R = 0.

2.4.2 Dérivabilité et intégration d’une série entiere

Les théoremes de dérivation et intégration pour les séries de fonctions s’appliquent aux séries
entiéres :

Proposition 2.13. Soit Y a,a™ une série entiére réelle de rayon de convergence R > 0. Alors
pour tout a < b tel que [a,b] C] — R, R[, on a fab( T apt)dr =S8 fab apx"dz.

Proposition 2.14. i) Les séries entiéres » . a,z" et > na,z" !

convergence.
it) Soit Y a,x™ une série entiere de rayon de convergence R > 0. Alors dans l'intervalle
| = R, R|, Uapplication x — Z::B ap,x™ est indéfiniment dérivable et pour tout p € N,

on a
(Z anx”> = Z nn—1)...(n —p+1)a,z""?

n=0 n=p

ont le meéme rayon de

Dém. Les séries entieres Y na,x™ ' et Y na,x™ ont clairement le méme rayon de convergence.
Soit

R = rayon de c.v. de Z an,x", R’ = rayon de c.v. de Z na,x"

On a
(n|an|r"™)neny bornée = (a,r")neny bornée .

Donc
R' = sup{r: (n|a,|r")nen bornée } < sup{r: = (a,r")nen bornée } = R.

Réciproquement, montrons que R < R'. si 0 < r < R, alors il existe 70 tel que 0 <r <7 < R
et |a,|7™ est bornée par une constante M > 0. Mais alors

r\"m ™\ "
nla,|r" < |an|f”n<j> < Mn<j> :
r T
La derniere expression tend vers zéro par croissance comparée et elle est alors bornée. Mais
alors r < R'. Par passage au sup sur r, avec 0 < r < R, on trouve R < R'.
La deuxieme affirmation est une conséquence du théoreme de dérivabilité des séries, et de

la convergence uniforme sur tout intervalle compact contenu dans | — R, R[ de la série dérivée.
m
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2.4.3 Fonctions développables en séries entieres

Définition 2.9. Soit f: | — R, R[— R une fonction. On dit que f admet un développement
en série entiére si et seulement s’il existe une suite de coefficients (a,)nen telle que pour tout

€]—R,R[ona f(x) =312 a,z".

La proposition précedente implique que toute fonction développable en série entiere est
infiniment dérivable. De plus, le développement est unique et

Pour les fonctions développable en série entiere on a donc

> f£(n)
:Zf (O)x”, —R<z<R.
e n!

Pas toutes les fonctions sont développables en série entiére : par exemple la fonction z — |z
ne l'est pas, parce que cette fonction n’est pas dérivable en 0.
étant donnée une fonction f infiniment dérivable le probleme se pose de savoir si f est
développable en série entiere dans un intervalle | — R, R[. En général ce n’est pas le cas. En
effet :
- La série ) f L£200) pourralt étre divergente pour tout x # 0.

- Méme si la série Z e )95 converge, on pourrait avoir f(z) # >~
On cherche alors de crlteres de développabilité en série entiere : la formule de Taylor-
Lagrange donne une condition : suffisante

f<”>(0> "

Théoréme 2.15. Soit R > 0 et f: | — R, R[— R. On suppose que f est indéfiniment dérivable
sur | — R, R[, et qu’il existe une constante M telle que pour tout n € N, pour tout x €] — R, R|,
|f™)(2)] < M. Alors f est développable en série entiére.

Dém. On applique la formule de Taylor-Lagrange a f entre 0 et z, a 'ordre N : ¢y compris
entre 0 et x tel que

N _n N+1
X T
= "(0) + /M (en)
nZ:% n! (N + 1)!
Donc 0 < limy_, 4o ‘ Fla) = SN L0 n] < Ty oo B M =00 0

On déduit de ce théoreme que les fonctions usuelles sont développable en série entiere :

+00 "
— Vo eR, exp(x)= —
n!

n=0

exp(r) +exp(—x) f 2"
2 - = (2n)V
i . +0o p2ntl
— Vx e R, sh(z)= exp() = exp(=) =

— Vz eR, ch(z)=

2 2 o (2n+ 1)V
— Vo eR, cos(z)= ::8(_1)”(37;!’
. 0o n I2n+1
— Vz eR, sin(z)= Zzo(_l) @n+1)!"
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Les fonctions suivantes sont développables dans lintervalle | — 1,1[ (la premiere et la
deuxieme formules sont bien connues, les autres s’en déduisent par dérivation ou primitiva-
tion).

1 o
— Vx €] —1,1], —Zx",
n=0

1—2

+oo
— Vr el -1,1], Lo > (=1)ran
n=0

1+
+oo Ll
— Vel —1,1], In(1 = 1" ,
vl =L In(l+a) = 321
+oo p2n+l

— Vz €] —1,1], arctan(z) = Z(—l)”

n=

— Vze]—1,1], (1+x)a:Z (a)x", ou a € R.

on—+1

n
n=0

Tci (a) _ Oz(afl)...(|017n+1)
’ \n n!
La derniere formule mérite une explication détaillée : on vérifie avec la formule de D’Alem-

bert que le rayon de convergence de la derniere série entiere est égal a 1. Posons S(z) =
> o (Z) x". A l'aide de la formule

el 2) o) ()

Viz| <1: (14 2)S(x) = aS(x).

Pour resoudre cette équation différentielle on pose g(x) = (1 + z)~*S(x). On a alors ¢'(z) =0
et donc g(x) = ¢g(0) = 1. Donc S(z) = (1 + z)*.

on démontre que

2.4.4 Séries entieres complexes

Une série entiere complexe est une série de fonctions de la forme ) a,2", ol (a,)nen est
une suite complexe et z € C. On définit pour ces séries la notion de rayon de convergence
exactement comme dans la définition L’analogue du théoreme [2.12] est :

n

Théoréme 2.16. Soit R le rayon de convergence d’une série entiere y . a,2", avec (a,)nen C C.
i) Si R=0, alors > a,2" ne converge que pour z = 0.

it) Si R = 400, pour tout z € C, la série Y an,z™ converge absolument.

iii) Si 0 < R < 400, alors si |z| < R, Y a,z" converge absolument. De plus, cette série

converge normalement dans tout disque {z € C: |z| <r}, avec 0 <r < R.

Exemple 2.9. Le rayon de convergence de la série entiere complexe » %z” est R = +00. Ainsi
la fonction z — Y2 %z” est bien définie pour tout z € C. Il est naturel de poser,

— 1
VzeC, exp(z)= Z mz” (2.1)
n=0
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Si z = x € R, on retrouve le développement en série entiere de exp(x) = e”. Calculons mainte-
nant exp(z) pour z = iy imaginaire pur. On a

explin) = 3 'nf" Z o
> S
k=0
CO

2k+1

2]<:—i-1!

k k, 2k+1

T~ (—1) y
“; 2k 1 1)1
(y)ﬂsm(y)

Ce calcule explique la formule bien connue (souvent présentée comme une définition de I’expo-
nentiel imaginaire) e = cosy + isiny, avec y € R.

En utilisant la formule du produit de Cauchym des séries on peut démontrer la validité de
I'identité fondamentale

Vz1 20 € C exp(z + 22) = exp(z1) exp(2a). (*)

Si z € C on peut définir cos(z) et sin(z) comme les sommes des séries entieres (de rayon de
convergence R = +00) :

o0 )2k o0 )k 2+
cos(z) = ; : sin(z 2% 5 k: Y
Observer que
1 1

cos(z) = §(exp(z’z) + exp(—iz)), sin(z) = Q—i(exp(iz) —exp(—iz)).

Ces identités et la formule (*) permettent de retrouver facilement les formules classiques de
trigonomeétrie, qui se généralisent aux nombres complexes.

Remarque 2.10. Au Lycée, la fonction exponentielle est introduite treés vite, mais souvent
sans une définition précise. En fait, la définition rigoureuse de la fonction exponentielle n’est
pas immédiate. Pour cela il y a au moins trois manieres de procéder.

1. On définit d’abord la fonction logarithme, comme I'unique primitive de la fonction x +— %
sur U'intervalle ]0, oo s’annulant en 1 (ceci nécessite de développer d’abord la théorie de
I'intégration, pour pouvoir définir flx % dt). Ensuite on définit exp comme la fonction
inverse de la fonction logarithme.

16. Rappelons que si Y a,, et > b, sont deux séries numériques absolument convergentes, alors

(i an) (i bn) = i Cn, ou ¢, = ian,kbk (produit de Cauchy).
n=0 n=0 n=0 k=0

On rappelle aussi que, dans le cas a,, > 0 et b, > 0 pour tout n, cette formule découle de I'encadrement
Py < SNTy < Pap,

N N N N L.
ou Sy = oai, Iny = ijo bj et Py =) ,_,Cn- Dans le cas général on observe que

|ISNTN — Pn| < ZZ la;bj| — 0 pour N — 400,
0<i,7<N, i+j>N

d’apres le cas précédent.
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2. Sinon, on peut démontrer qu’il existe une et une seule fonction : R — R qui est solution
du probleme de Cauchy
=17
f(0) = 1.

et définir exp comme cette solution. Ceci peut se faire a I'aide du théoreme des contrac-
tions en ramenant le probleme de Cauchy a une équation intégrale. (Donc la théorie de
I'intégration est encore un prérequis, si on définit 'exponentielle de cette maniere.).

3. Sinon, on peut définir de maniere bien plus directe la fonction exponentielle comme la
somme de la série entiere . Cette méthode a l'avantage de définir naturellement
I’exponentielle dans C. Il y a cependant un inconvenenient : le calcul de la dérivée
de I'exponentielle exige alors le théoreme de dérivation pour les séries entieres, dont la
démonstration repose sur plusieurs ingrédients (convergence uniforme, intégration, etc.).
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3 Equations différentielles linéaires

3.1 Fonctions vectorielles et matricielles

Introduisons quelques notations. Pour = (24, ...,2,) € R™ on note dans ce chapitre |z| la
norme euclidienne de z, a savoir
n
— 2\1/2
ol = (Yl
i=1

Cette notation est compatible avec celle de valeur absolue, lorsque n = 1. Si A € M,,(R) est
une matrice réelle carrée n x n, on peut 'identifier a un vecteur de R™*™. Il est alors cohérent
de noter, si A = (a;;),

Al = (> lai ).

ij=1
Soit I un intervalle de R. On note Cy(I,R™) lespace des fonctions vectorielles bornées
f: 1 — R™ On munit cet espace de la norme

I = sup /(0

Aussi, si A € Cyp(I, M, (R)) est une fonction matricielle bornée, on notera alors
[Alloe = sup |A)].
tel
Exemple 3.1. Si A € Cy(R, M5(R)) est la fonction matricielle définie par A(t) = (oot sigt),
on a || Al = V17.

Proposition 3.1.
1. Si A une matrice n x n et x € R". Alors, |Az| < |A| |z|.
2. Si Ae Cy(I, M,(R)) et f e Cy(I,R"), alors Af € Co(I,R™) et [|Af]lco < || Alloollf oo

Dém. En effet, si on note A; les vecteurs ligne de la matrice A

Aa| = |(Ar 2, A1) = (30140 x|2)1/2
=1

" 1/2
< (Z |A;? |x!2> (Cauchy-Schwarz)
i—1

B n 2 1/2 _ A
=( ) lail)  lzl =14 J2|.

ij=1

Pour la seconde affirmation il suffit d’écrire, pour tout ¢t € I, |A(t) f(¢)| < |A(t)] | f(t)] et passer
au sup sur la variable t. O]

Si f: I — R™ est une fonction vectorielle, on note f = (fy,..., fo)oufi: I =R i=1,...,n
sont les composantes de f. Rappelons que, par définition, on dit que f est dérivable (resp.
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intégrable) si et seulement si toutes ses composantes fi,. . ., f,, sont dérivables (resp. intégrables).
Dans ce cas, on pose

f'= )

/abf:</abf1,...,/abfn).

En appliquant a la norme euclidienne la remarque [1.11, on voit que si f est une fonction
vectorielle Riemann-intégrable, alors la fonction scalaire |f| 'est aussi et

/abfjsfablf\.

De la méme maniere, si ¢t — M(t) et t — N(t) sont deux fonctions matricielles dérivables
alors

et, si I = [a,b],

(MN)'(t) = M'(t)N(t) + M(t)N'(t). (3.1)

Le produit de matrices n’étant pas commutatif, l'ordre des facteurs ici est important.

3.2 Systemes différentiels linéaires et équations de Volterra

Dans toute cette section nous suppons systématiquent que I est un intervalle de R, A €
C(I,M,(R)) et Be C(I,R").

Définition 3.1. Un systéme différentiel d’ordre n (ou équation différentielle vectorielle) linéaire
sur I'intervalle I est une équation de la forme

U'(t) = A()U(t) + B(t), (E)

ot Iinconnue U: I — R™ est une fonction dérivable. Si B(t) = 0 pour tout t € I on dit que
le systéme est < homogéne >. Si la fonction matricielle A est indépendente de t on dit que le
systéme est < a coefficients constants .

Il serait plus correct d’appeler < affines > ces systemes différentiels, mais ce n’est pas la

terminologie couramment adoptée.

Exemple 3.2. Le systeme différentiel homogene et a coefficients constants

{u’<t> = —u(?) R

admet comme solutions (par exemple) les fonction u(t) = rcos(t) et v(t) = rsin(t), r € R. Ici

le systeme est de la forme vectorielle (E), avec U(t) = (zgg), At) = (Y1) et B(t) = (9).

Un < probleme de Cauchy linéaire > est la donnée d’un systeme différentiel linéaire et d’une
< condition initiale > :

{U’(t) A(t)U(t) + B(t) (P)
U(to) = UO‘

Ici ty € I et Uy € R est donnée.
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Définition 3.2. Une équation de Volterra linéaire est une équation de la forme
t
U(t) = Uy +/ [A(s)U(s) + B(s)] ds, tel. (V)
to

Ici, U: I — R™ est I'inconnue et A: I — M, (R), B: I — R". Ici, ty € I et Uy € R™ est donnée.

Il est parfois utile de ramener I’étude d’un probleme de Cauchy a une équation intégrale.
Ceci est toujours possible, puisqu’'un probleme de Cauchy est équivalent a I’équation de Volterra
correspondante :

Proposition 3.2. Soit I un intervalle et ty € I. Soit Uy € R™. Alors

UeCHI,RY) U e C(I,R"

U'(t) = At)u(t) + B(t) Vtel — B t
Ulty) = Uy U(t) =Uo + /t [A(s)U(s) + B(s)]ds VteI.

Dém. Pour I'implication = il suffit d’intégrer terme-a-terme I’équation différentielle. Pour I'im-
plication <, on observe d’abord que s — A(s)U(s) + B(s) est une application continue, donc
sa fonction intégrale est de classe C''. Mais alors U est de classe C! et la conclusion s’obtient
en dérivant terme-a-terme. O

Pour chercher une solution U a I’équation linéaire de Volterra, on introduit la fonction
o: C(I,R") —» C(I,R"),

ou, pour tout U € C(I,R"™), ®(U) est 'application définie par

t
Viel, ®U)(t)=U, +/ [A(s)U(s) + B(s)] ds.
to
Ainsi, U est solution de ’équation de Volterra si et seulement si

Viel U(t) =) 1),

En conclusion

UeCYI,R"
( ) UeC(,R")
U'(t)=A(t)u(t) + B(t) Ytel o '
U=®U) (cest adire, U point fixe pour ®).
U(to) - Uo

Lemme 3.3. Soit a < b et I = [a,b]. Sous les hypothéses précédentes sur A et B, pour tout
UV eC,R"),
[(U) = (Voo < [b—al [|A]loc [[U = V|-

Dém. En effet, pour tout t € [a, b]

b,
[@U)(1) — ()] < IA JU(s) = V(s)[ds < [b = a [ Al|oo[|U = V|-
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En particulier, grace au théoreme des contractions nous pouvons déja établir le résultat
suivant. (Nous ferons mieux un peu plus loin).

Corollaire 3.4. Soit a < b et ty € [a,b]. Supposons A € C([a,b], M,,(R)) et B € C([a,b],R").
On suppose |b — al ||Al|oo < 1. Le probléme de Cauchy linéaire

{U’(t) = A(t)U(t) + B(t), (P)
U(to) = UO

posséde une et une seule solution U € C*([a, b], R™).

Dém. La conclusion est immédiate, puisque le lemme précédent assure que ® est une contraction
sur C([a,b], R™), qui est un espace de Banach. Alors ® possede un et un seul point fixe u €
C(la, b],R™). Ce point fixe u est I'unique solution du probleme de Cauchy (P). O

Proposition 3.5. Si ¥ et W sont deux solutions définies sur I d’un méme probléme de Cauchy
(P), alors v = .

Dém. [I"]Si ¥ et & sont deux solutions du méme probléme de Cauchy linéaire (P), définies sur
un intervalle I (compact ou non), alors le corollaire précédent garantit que @' et W coincident
au moins sur un petit intervalle centré en to. Montrons qu’en réalité ¢ et « coincident sur tout
I'intervalle I.
Posons
ty =sup{t > to, t € I: U(t) = w(t)}.

On doit avoir ¢; = sup . En effet, si t; < sup [, alors ¢(t;) = w(t;) =: U; par la continuité
de ¥ et w. Donc par I'unicité du probleme de Cauchy (P) avec condition initiale U(t,) = Uy,
sur un petit intervalle de type [t; — d,t1 + d], nous avons que ¥ et @ coincident sur [tg, t; + 0].
C’est absurde, puisque cela contredit la définition de ¢;. Ainsi U et w coincident pour t > t,.
On prouve de méme qu’elles coincident pour t < t. O

Prolongement des solution. @

Traitons le cas d’un intervalle I général (éventuellement illimité) et considérons le probléeme
de Cauchy (P). On se propose de prolonger la solution (définie a priori seulement dans un petit
intervalle centré en ¢, a une solution définie globalement sur /. Détaillons d’abord le probleme
du prolongement < a droite >.

Considérons l'intervalle J C I défini par

J = {X €1 tels qu'il existe Uy: [to, \] = R" solution de (P) sur [to, A] }

Soit
A =supJ

Démontrons que A* = sup . Par contradiction, supposons que A\* < sup [. Il existe b tel que
to < A* < b <supl. (Le fait que to < A\* est une conséquence du Corollaire [3.4]). Soit § > 0 tel
que

20 sup |A(t)]|s < 1.
tE[to,b]

17. Non exigible a 'examen
18. Seul I’énoncé du théoroeme est exigible a I’examen
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La solution de (P) Ux«_g, définie sur [ty, \* — 0], est unique. Considérons alors le probleme de
Cauchy

U'(t) = A@)U(t) + B(t)

UN = 0) = Up_s(X* = 0).

D’apres le corollaire, ce probleme possede une solution U qui est définie, au moins, sur I'intervalle
[A* — 0, A* + 0] N I. Nous pouvons utiliser cette solution U pour prolonger la solution Uy«_s du
probleme (P) a droite, au dela de l'instant A*. Mais, par définition de \*, aucune solution de
(P) n’est prolongeable au dela de A*. C’est absurde, donc A* = sup 1.

Le prolongement a gauche se fait de la méme maniere. En conclusion, il existe une solution
du probleme (P) qui est définie sur I tout entier.

Nous avons alors démontré le théoreme suivant.

Théoreme 3.6. Si I est un intervalle arbitraire et A € C(I, M,(R)), B € C(I,R"), alors le
probleme de Cauchy linéaire (P) posséde une et une seule solution u € C(I,R™).

Exemple 3.3. Soit f,g: R — R continues. Le probleme de Cauchy linéaire

w(t) =In(1+t)u(t) +v(t) + f(t)
V'(y) = e'ult) + o(t) + 9(t)

u(0) = ug
v(0) = v
possede une unique solution (u,v) définie sur intervalle | — 1, 2[.

Trajectoires et courbes intégrales

Définition 3.3 (Trajectoires). Sitv': I — R™ est une solution du systéme différentiel linéaire (E),
Iensemble de R" {#(t): R": t € I} est dite < trajectoire > du systeme.

Par exemple, pour le systéme différentiel de I'exemple [3.2] les cercles de rayon r > 0 sont
des trajectoires su systemes.

L’unicité des solutions implique que deux trajectoires distinctes ne s’intersectent pas. Dans
le cas n = 1, pour visualiser la dynamique d’une équation différentielle scalaire, plutot que
de dessiner les ensembles {v(t): ¢t € I} (qui ne seraient que des intervalles de R), on préfere
représenter dans R?, les graphes des fonctions ¢ +— v(t). Ces graphes, ot v: I — R est une
solution de I’équation différentielle, sont appelés < courbes intégrales .

3.3 Solution générale d’un systeme différentiel linéaire
3.3.1 Cas général : coefficients variables

Définition 3.4. La < solution générale > d’un systeme différentiel linéaire
U'(t) = A(t)U(t) + B(t), tel (E)

est ’ensemble des solutions de ce systéme.

Commencons par observer que
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- Si v et w sont deux solutions de (E) alors leur différence v — w est une solution du
systeme linéaire homogene associé, a savoir du systeme

U'(t) = AQU(t), tel (H)

- Si v est une solution de (E), et u est une solution du systéeme homogene associé, alors
v+ U est aussi une solution de (E).
Donc :

La solution générale de (E) est donnée par la solution générale de (H) plus une solution
particuliere de (H)

Le théoreme suivant donne la structure de la solution générale de (H).

Théoreme 3.7. Soit A € C(I, M,(R)). La solution générale du systéme différentiel linéaire
homogéne

U'(t) = A(t)u(t), tel (H)
est un espace vectoriel de dimension n.

Dém. [ Si w et w sont deux solutions et A € R, alors (v + Aw)’ = v/(t) + Mw'(t) = A(t)(v +
Aw)(t). Donc v + Aw est solution. Ceci montre que la solution générale est bien un espace
vectoriel.

Soit {eq, ..., e,} labase canonique de R", one; = (1,0,...),...,e, = (0,...,0,1). Considérons
les problemes de Cauchy

{U'“) = AU) (k=1,...,n). (P

U(to) = €L
Pour tout £ = 1,...,n, le probleme (Pj) possede une et une solution ;. Montrons que
{#,...,0,} forme une base de I'espace des solutions.
Les solutions w71, ..., 7, sont linéairement indépendantes, puisque
n n n
Z/\kﬁk =0 = Z)\k@;(to) = Ogn = Z/\kek =0gr = A\ == )\n =0.
k=1 k=1 k=1

Ensuite si ¢ est une solution du systeme différentiel U'(t) = A(t)U(t), on a
n
U= Z AUk avec A\, = U(ey).
k=1

En effet, les deux membres a gauche et droite sont solutions sur I du méme probleme de Cauchy

U'(t) = AU(1),
U(to) - Uo

Par 'unicité des solutions, les deux membres doivent coincider. O

19. Non exigible a 'examen
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Exemple 3.4. Le systeme différentiel homogene et a coefficients constants

{ua (t) = —us(t)

, telR

admet comme solution générale la famille des fonctions définies pour t € R

t —sint
tsa| +b S , a,beR
sint cost
Cette famille est bien un espace vectoriel de dimension 2.

3.3.2 Cas particulier : systemes a coefficients constants

Le résultat suivant est une application classique de I’algebre linéaire aux systemes différentiels
a coefficients constants.

Proposition 3.8. Soit A € M,,(R) une matrice. Considérons le systéme différentiel homogéne
a coefficients constants

U'(t) = AU(2).

Si 7 € R™ est un vecteur propre de A et X\ la valeur propre correspondante, alors la fonction
t— My

est une solution du systéme différentiel. En particulier, si A diagonalisable sur R, A admet une
base de vecteurs propres U; € R™ (i =1,...,n). Une base de l’espace des solutions est donnée
par les fonctions

Ait =

t— e, 1=1,...,n,

ou \; est la valeur propre associée au vecteur propre ;.

Dém. En effet
(eMT) = MM = MAT = A(eM).

Exemple 3.5. Soit le systeme différentiel

1 4 —4
Ut)y=13 2 —4]U@).
3 -3 1
Les valeurs propres sont A\ = 1, \y = —2 et A3 = 5 et les vecteurs propres
1 0 1
’Ul - 1 y 172 = 1 5 ?73 = ]_
1 1 0

La solution générale du systeme différentiel est alors

et 0 edt
t—ale | +ble® ] +c|e?], a,b,c € R.
et e 2t 0
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Exponentiel d’une matrice carrée. L’espace M, (R) est un espace de Banach pour la
norme euclidienne de matrice A — |A| définie dans la section [3.1] Par conséquent, toute série
de matrices > Ay normalement convergente (c’est a dire telle que > |Ag| converge) est conver-

gente : il existe alors une matrice S € M, (R) telle que S = >"", Ay.
1Al

o étant convergente, nous pouvons

Considérons maintenant une matrice A. La séries )
définir une nouvelle matrice
exp(A) = y € Mn(R)

k=0
Ici A° désigne la matrice identité.

0 abk.*l ) )

Exemple 3.6. Si A = (8 ‘g), b # 0, on calcule par récurrence, pour k > 1, A* = (0 i

. k
Mais Y 32 & = €’. Donc

=1 1 2(eb—1
exp(A) =1+ ZEA’“ = <() b(eeb )) .
k=1

Des algorithmes d’algebre linéaire (diagonalisation, décomposition de Dunford, etc.) permettent
de calculer, un peu laborieusement, I’exponentiel d’'une matrice réelle n x n.

Théoréme 3.9. L’unique solution du probléme de Cauchy linéaire homogéne a coefficients

constants
U'(t) = AU(¢)

est la fonction t — exp(tA)Up.

Dém. Considérons la fonction matricielle ¢ — exp(tA) =3 o~ %. Le théoreme de dérivation
d’une série, établi pour le fonctions scalaires (Theoreme [2.9)) reste vrai pour les fonctions ma-

tricielles. Mais alors,

d 0 tk—lAk > tk—lAk
o exp(tA) kzzo k X Z =] exp(tA)

Observons maintenant que (c’est un cas particulier de (3.1))) :

d
T <exp(tA)U0> = Aexp(tA)Up.

Donc u(t) := exp(tA)ug vérifie I'équation différentielle. De plus on a clairement

U(0) = Uy = Uy,

3.4 Systemes différentiels triangulaires

Commencons par traiter le cas des fonctions u: I — R scalaires. La théorie précédente
s’applique, mais on peut aussi facilement expliciter les solutions.
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Equations linéaires d’ordre 1 et méthode de variation de la constante
Considérons I’équation linéaire (scalaire) d’ordre 1, sur un intervalle /.

u + a(t)u = b(t). (E1)
L’équation homogene associée est
u +a(t)u = 0. (H1)

Soit A(t) une primitive sur I de a(t). En multipliant cette équation par eA®) on trouve
(eA®y) = 0. Donc eA®" = ¢ est constante sur I. Mais alors, la solution générale de
I’équation homogene (H1) est u(t) = ce=*®. Pour trouver une solution particuliere
de I"équation (E1), on peut faire appel a la méthode de variations des constantes : il
s’agit de chercher une solution de (E1) parmi les fonctions de la forme

u(t) = c(t)e 4.

Un petit calcul montre quil faut que ¢(t) = b(t)eA®). En conclusion, la solution
générale de I’équation (E1) est

u(t) = c(t)e= 4 4 ce=4®),

ou

oft) = / bBetOdr,  A(t) = / a(t)dt, etceR.

Exemple 3.7. La solution générale sur |0, +o00[ de 'équation différentielle

u +uft=e

est, d’apres 'application de la méthode ci-dessus,

t—1)e 1
U(t):%—FCE, ceR.

Exemple 3.8. La formule précédente permet de trouver la solution générale de systemes
différentiels triangulaires d’ordre n (c’est-a-dire associée a une matrice A(t) triangulaire). Par

exemple,

{u/(t) = a(t)u(t) + b(t)
V' (t) = ce(t)u(t) + d(t)v(t) + e(t)

En effet, on commence par résoudre I’équation différentielle linéire scalaire pour u et apres
substitution dans la deuxieme équation on obtient une autre équation différentielle linéaire

scalaire pour v.

3.5 Equations différentielles linéaires d’ordre supérieure

Dans toute cette section nous désignons par u: I — R des fonction scalaires.
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3.5.1 Cas général. Coefficients variables

Définition 3.5. Soient ay(t), ai(t), ...ax—1(t) et b(t) des fonctions continues sur un intervalle
I C R. Une équation diftérentielle linéaire est une équation de la forme

u® + ap_ (Ou*Y 4k ag (U 4 ao(t)u = b(t), tel. (3.2)

Si le terme a droite vérifie b(t) = 0 sur I, alors I'équation est dite homogene. L’ensemble des
solutions est appelé < solution générale >.

En général, on peut réduire une équation différentielle d’ordre supérieur a un systeme du
premier ordre. Voici un exemple de la démarche :

Exemple 3.9. Considérons I’équation scalaire d’ordre 3
u"'(t) = 3tu” (t) + sintu(t) + [¢].

On introduit la fonction vectorielle U = (Uy, Uy, Us) := (u,u’,u”). Avec ces notations on voit
que I'équation donnée équivaut au systeme

U{ == U2
Ué == U3
Ui(t) = 3tUs(t) + sintUy () + [t].

Ce systeme s’écrit sous la forme vectorielle

0 1 0 0
U'(t) = A@t)U(t) + B(t), avec A(t)=| 0 0 1], Bt)=1|0
sint 0 3t |t]

En général, I’équation différentielle linéaire scalaire d’ordre k s’écrit sous la forme vectorielle
suivante :

u'(t) = A(t)u + B(t).

Ici,
0 10 0 0
ap=| 0 Yl Bw=]
Cao(t) —ar(t) - e —apa(t) b(t)

Nous déduisons alors des résultats de la section précédente le théoreme suivant :

Théoreme 3.10. La solution générale d’une équation différentielle linéaire scalaire d’ordre k
homogene est un espace vectoriel de dimension k.

Pour une équation différentielle linéaire scalaire d’ordre k£ non homogene, la solution générale
sera donnée par une solution particuliere plus la solution générale de I’équation différentielle
homogene associée.
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3.5.2 Cas particulier : coefficients constants

Une équation différentielle linéaire (scalaire) homogeéne a coefficients constants est une
équation de la forme
u® 4 ap w4+ g + agu =0, (HE)

ol aj_1, ...ag sont des constantes réelles.
Introduisons le polynome caractéristique de cette équation, qui par définition est le polynome
PO =N+ ap N+ ag )\ ag.
Exemple 3.10. L’équation différentielle homogene d’ordre 2

v —=3u +2u=0

a pour polynome caractéristique P(\) = A — 3\ + 2, qui possede les deux racines réelles \; = 1
et Ay = 2. Observons que ¢ et e sont deux solutions linéarement indépendantes de 1’équation
différentielle. Donc 'équation a pour solution générale

u(t) = cre' + cpe®, c1,co € R,
Exemple 3.11. L’équation différentielle homogene d’ordre 2
v —2u' +u=0

a pour polynome caractéristique P(\) = A\ — 2\ + 1, qui posseéde une racine double A = 1.
Observons que e’ est bien une solution de I’équation différentielle. Mais cela ne suffit pas pour
décrire la solution générale Vy, qui est un espace de dimension 2. Observons cependant que te’
est une autre solution de 1’équation, indépendente de la précédente. Donc ’équation a pour
solution générale

u(t) = cre’ + cotel, c1,co € R,

Exemple 3.12. L’équation
" —2u" +2u' =0

admet le polynome caractéristique P(\) = A — 2A% + 2 dont les racines sont A =0, A =1+
et A =1 — 4. La fonction constante ¢ — ¢"* = 1 est une solution de I’équation. Les fonctions &
valeurs complexes t — (179! et ¢ — e(17)% sont bien deux solutions de ’équation différentielle,
mais afin d’écrire une solution générale en termes de fonctions réelles on préfere prendre leur
somme/différence. Ainsi, la solution générale est

u(t) =+ c2et cost + cosint, ci,c2,c3 € R,

L’opérateur de dérivation. @ Soit D I'< opérateur de dérivation >, c’est a dire I'application
D: CYR,R) — C(R,R) qui a toute fonction dérivable associe sa dérivée. Pour alléger les
notations, on n’écrit pas de parentheses et ’on note

Df:=D(f) =/

20. Seul I’énoncé du théoreme est exigible a ’examen
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pour toute fonction dérivable f. Avec ce formalisme, I’équation différentielle
u'(t) — Au(t) =0, teR
s’écrit
(D—XNu=0.
L’espace de solutions est engendré par la fonction ¢ — e.
L’équation différentielle d’ordre 2
u"(t) + aru/(t) + agu(t) = 0, teR

s’écrit

(D= X)(D—X)u=0,

ou A; et Ay sont les deux racines (éventuellement complexes conjuguées) du polynéome ca-
ractéristique. En effet, on sait que a; = —(A\; + A3), ag = A1 et en développant on trouve
0= (D - )\1)(11/ - >\2) =’ — ()\1 + /\Q)U/ + )\1)\2 et

P()\) = )\2 +a1/\ +a0 = ()\ — )\1)()\ — /\2)7

Plus en général, pour 1'équation différentielle (Hk), en factorisant le polynome caractéristique,
PN =A=X)A=X)...(A= )
on peut écrire I’équation différentielle sous la forme

(D = M)(D = Ag) -+ (D = Ap)u=0.

it Apt

Ceci montre que la fonction ¢ — e*** est une solution (puique (D — Ag)e™* = 0 et, apres, quand
on applique (D — A\)(D — Ag) -+ (D — A\g_1) a la fonction nulle on trouve la fonction nulle).
En échangeant I’ordre des racines, on voit alors que ¢ — e*?, i = 1,... k sont des solutions de
I'équation différentielle (HE).

Si A est une racine complexe alors ¢ + e’ est une solution de I’équation différentielle a
valeurs complexes. Mais si A est une racine complexe, par exemple A = a+if3, alors A = o — i3
est aussi une racine. Or,

eM = e*(cos(Bt) +isin(Bt))
eM = e*!(cos(Bt) — isin(Bt)).

Ainsi, on construit deux solutions a valeurs réelles en prenant

At At
% = ¢t cos((1)
At At
e —€ at :
= S t).
5 e’ sin(ft)

Si toutes les racines (réelles ou complexes) sont de multiplicité égale a 1, les fonctions précédentes
sont toutes distinctes et linéairement indépendantes. On construit alors, avec ces k-fonctions
une base de 'espace des soltutions.
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Traitons le cas d'une racine A (réelle ou complexe) de multiplicité m > 2. Montrons que les
m-fonctions '
t— tieM, j=1,....m—1

est une solution (éventuellement a valeurs complexes) sont des solutions de (Hk). L’équation
différentielle (Hk) peut s’écrire

(D—=X)--(D=X)(D—=X"u=0, l+m =k,
De plus,

(D o )\)m(tje/\t) — (D o )\)mfl (jtjfle)\t)
=jG =1 (G —m+ "N
et le coefficient j(j —1)--- (j —m + 1) s’annule pour tout entier j < m. Ceci prouve que les m

solutions
t— e, j=1,....m

sont des solutions de ’équation différentielle (HE).

Le théoreme suivant résume les considérations précédentes :
Théoréme 3.11. Considérons [’équation différentielle linéaire (scalaire) homogene a coeffi-
cients constants (Hk).

1. Si \, est une racine réelle du poynome caractéristique, de multiplicité m > 1 les fonctions

6/\t, t6>\t7 e tm—le)\t

sont des solutions de ’équation (Hk).

2. SiA=a+if (avec o, 5 € R), est une racine compléxe du poynome caractéristiquer € C
de multiplicité m > 1 (au quel cas aussi A = a—i3 sera une racine compléze conjuguée),
alors

ts e cos(Bt) ou t s tVe sin(Bt), j=1,....,m

sont des solutions de l’équation (Hk).

Les k solutions ainsi obtenues forment une base de l’espace de solutions de I’équation (HEk).

Exemple 3.13. La solution générale de I'équation différentielle
u” —4u" + 134 =0,

dont le polyndome caractéristique est P(A\) = A3 — 4)\? + 14\, qui admets les trois racines 0 et
2+ 31 est
t > a+ e*(beos(3t) + csin(3t)), a,b,c e R.

Plus en général, on peut considérer les équations différentielles linéaires a coefficients constants
avec second membre.
u® +ap w4 ad + agu = f(1). (Ek)

Les techniques vu précedemment fournissent la solution générale de 1’équation homogene as-
sociée. Pour trouver la solution générale de ’équation (Ek) il ne reste qu’a trouver une solution
particuliere de (Ek). Pour ce faire, on peut chercher d’abord des solutions qui “ressemblent” a
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la fonction f(t) @ Si on n’en trouve pas, il peut étre utile d’appliquer la méthode de variations
des constantes.

3.6 Equations différentielles non-linéaires

Une équation différentielle scalaire
u = f(t,u(t)), tel

ou f est une fonction de deux variables est non linéaire lorsque I'application u +— f(¢,u) est
non linéaire. Nous ne présentons pas de théorie générale, mais nous nous limitons a illstrer deux
exemples.

Exemple 3.14. Considérons, par exemple, le probleme de Cauchy non-linéaire

?ﬂ@:uwz
u(0) =1,

Observons qu’au voisinage de 0 la fonction u ne s’annule pas et que u/(t)u"%(t) = 1. Donc,
en calculant une primitive terme-a-terme u(t)~! = —t + ¢, avec ¢ = 1 a cause de la condition
initiale u(0) = 1. Mais alors u(t) = 1/(1 —t) et on voit alors que la solution <« explose > en
t = 1. Cet exemple montre qu’en général les solutions d’une équation différentielle non-linéaire
ne sont toujours pas définies globalement sur tout l'intervalle I ou la fonction t — f(t,u) est
définie.

Exemple 3.15. Considérons le probleme de Cauchy non-linéaire

u'(t) = 3u(t)??
u(0) =0,

Pour ce probleme il n’y a pas unicité de solution. En effet, on vérifie directement que la fonction
nulle et la fonction ¢t — t* sont deux solutions distinctes

De maniere générale, on peut démonstrer qu’un probleme de Cauchy non-linéaire

{w:f@u@% tel

U(t0> = Up

possede au moins une solution locale (cette a dire définie au moins sur un petit intervalle
Jto — d,to + 0[, sous la seule hypothese que f soit continue au voisinage de (¢, up) (théoreme de
Peano).

On démontre aussi, sous la condition plus forte que f est de classe C* au voisinage de (¢, ug)
qu’il y a existence et aussi unicité d’une solution locale. (Théoreme de Cauchy-Lipschitz).

La démonstration du théoreme de Cauchy-Lipschitz consiste d’abord a démontrer que le
probleme de Cauchy est équivalent a 1’équation de Volterra non-linéaire

u'(t) = ug —i—/t f(s,u(s))ds.

21. Si f(t) est de la forme P(t)e*, avec P(t) polyndme, on cherchera une solution de la forme Q(t)e’ avec
Q(t) polyndéme du méme degré que P(t). Si f(t) est de la forme sin(At), ou cos(At), on cherchera une solution
de la forme Acost + Bsint. Cette méthode ne fonctionne pas si la solution particuliere que ’on cherche de
I’équation avec second membre s’avere étre une solution de ’équation homogene associée. Dans cette situation,
on peut augmenter le degré du polynéme Q.
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Séparation de variables. Certaines équations différentielles peuvent se résoudre en < séparant
les variables ». Considérons par exemple le cas d’une équation différentielle de la forme

Si G est une primitive de g et H(t) est une primitive de h sur un méme intervalle I, alors
G(u(t)) = H(t) + C, tel

et parfois a partir de cette équation on arrive a expliciter u(t).
Les équations différentielless considérées dans les exemples précédents sont du type ci-dessus.

Exemple 3.16. Considérons I"équation u/(t) = u(t)(1—wu(t)). Les fonctions constantes égales a
0 et 1 sont clairement des solutions. Si u(t) # 0, 1, alors la méthode précédente permet d’écrire

1ﬁ5j()t)| =t+C, avec C € R, et donc u(t) =1/(1+ ae™), avec a € R.

In |

Equations homogenes. Les équations différentielles homogenes sont les équations de la

forme
u'(t) = g(u(t)/t).

Ces équations se traitent en introduisant la nouvelle fonction inconnue x(t) = w(t)/t. On se
ramene alors a I’équation différentielle a variables séparées

A QN

g(z(t)) —(t)

Exemple 3.17. L’équation différentielle 2¢tu'(t) = w(t). se rameéne a une équation a variable
séparables en posant z(t) = wu(t)/t. La méthode précédente donne sur U'intervalle ]0, 00| ou
Vintervalle | — 0o, 0], u(t) = cy/|t| avec ¢ € R. La fonction nulle est aussi une solution sur R de
I’équation.

1
.
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4 Intégrales impropres

+00

4.1 Intégrales impropres de type [
On traite seulement le cas des fonctions définies sur des intervalles de type [a, +00|. Le cas
des fonctions sur des intervalles de type | — 0o, b] est entierement analogue.

Définition 4.1. Soit f: [a,+o0o[— R une fonction Riemann-intégrable sur tout intervalle [a, b],
avec b > a.
On dit que l'intérale impropre faoo f s’il existe finie la limite limy_, o, fab f. Dans ce cas on

pose [ f :=limy, o f:oo f.
Exemple 4.1. [Fe'dt =e
Remarque 4.2. Regle de Chasles.

Théoréme 4.1 (Critéres de comparaison. Critére des équivalents). Soient f et g deuzx fonctions
Riemann-intégrables sur tout intervalle |a, b, avec b > a.
- S510< f<gsurfatoof et fa+oog converge, alors [ 4oof converge et fa+oo f < fa+°° qg.

- Si f,g >0 sur [a,+00] et si f(x) ~ g(x) pour x — 400, alors les intégrales impropres
f;oo f et f;oo g sont de méme nature.

Dém. Posons F(z) = [7 fet G(z) = [Tg. On a
F(z) < G(x).

De plus F et G sont croissantes et

T—r-+00

+00
Vr € [a,00], G(z) <supG = lim G(z) :/ g.

Donec...

Pour la troisieme affirmation, I’hypothese implique que, pour tout € > 0, il existe un inter-
valle [a', 4+00] (avec a’ > a dépendent de €) tel que

f@)(1 =€) <g(x) < (1+e)f(x).

(En effet, la condition d’équivalent s’écrit g(z) = f(x)(1 + (z)), avec lim, ;o c(x) = 0). 11
suffit alors d’appliquer, sur I'intervalle [a/, +00[ les deux premieres affirmations et conclure avec
la regle de Chasles. O

Exemple 4.3. Le critere de Riemann : soit a > 0, l'intégrale impropre de Riemann faoo t—dt

converge si et seulement si o > 1.

Intégrales impropres absolument convergentes. Rappelons tout d’abord que le critere
de Cauchy suivant d’existence de la limite en 400 d’une fonction définie réelle F' définie sur un
intervalle [a, +o00].

3 lim F(z) e R <= Ve>0, 3IM > 0 tel que (m,x/>M = |F(x’)—F(x)]<e>. (C)

T—+00
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Démonstration. Pour 'implication “<”, considérons une suite z,, — +oo. Soit € > 0 Il existe
no tel que, si n,m > ng alors x,, > M et x,, > M et donc |F(z,) — F(x.,)| < €. Mais alors la
suite F'(z,) est de Cauchy et donc (d’apres la complétude de R) elle converge vers un réel /.
Mais,
|F () = £] < [F(2) = F(an)| + |F(2n,) — |
et, si x > M, les deux termes sont inférieurs a e. Par définition de limite, lim,_,, ., F'(x) = £.
L’implication “=" est juste une application de l'inégalité triangulaire |F(z') — F(z)| <
|F(z") — €] + |0 — F(x)]. O

Définition 4.2. On dit que l'intégrale impropre f;rmf w f est absolument convergente si faoo | f]
est convergente.

Théoréeme 4.2. Soit f une fonction Riemann-intégrables sur tout intervalle [a,b], avec b > a.
Si [7|f] est convergente alors f:mftyf converge.

Dém. Rappelons que si f est Riemann-intégrable sur [a, b] alors | f| I'est aussi et | ff f1< f; |f].

Posons, pour = > a,
Fa = [ £ e G- [ I

[ 1= [ in=166)-ae

Par I'hypothese Jlim, ,, o G(z) = f;roog € R. Donc G vérifie la condition de Cauchy (C) et
par conséquent F' aussi. Mais alors Jlim, o, F'(z) = f:oo feR. ]

On a, pour 2/, > a :

|F(x) — F(2)| =

Le critéere d’Abel. 2

Théoréme 4.3. Soit f une fonction de classe C' sur [a, +o00[, décroissante, telle que f >0 et
lim, o f(z) = 0. Soit g une fonction continue sur [a,+o0|, telle que la primitive x — faxg
soit bornée. Alors

/OO f(t)g(t)dt converge.

Dém. Posons G(x) = fax g. Donc G est bornée par une constante M > 0 par I’hypothese. On
a, en intégrant par parties,

| 109w a=rocor - [ rocea

On a lim, o [f(£)G(t)]* = 0. De plus, I'intégrale fa+°° f'(t)G(t) dt est absolument convergente
comme on peut le voir par comparaison : en effet par comparaison, puisque f’ < 0 et donc

b—+o0

OGO < —MfI(t) et /m —f(t)dt = lim (f(a) = f(b)) = f(a).

Mais alors
“+o0 “+o00

Fgdt=— | FOG(E .

a a

22. Non exigible a ’examen
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Exemple 4.4. L’intégrale fooo S‘tﬂ dt converge, d’apres ’application du critere d’Abel. On peut
démontrer (le faire) que cette intégrale n’est pas absolument convergente.

Exemple 4.5. L’intégrale f0+°° sin(#?) dt converge. C’est une application du changement de
variable = 2 et ensuite du critere d’Abel. Observer qu’une intégrale impropre peut converger,
comme c’est le cas ici, sans que 'intégrande ne converge vers zéro.

4.2 Intégrales impropres de fonctions non bornées sur des intervalles
finies

Pour les fonctions f: |a, b] — R Riemann-intégrables sur tout intervalle [« b] avec a < a < b,
on peut définir 'intégrale impropre

[ rwa= g [0

a condition que cette limite existe finie. On dispose de criteres de comparaisons, des équivalents,
de convergence absolue analogues a ceux vu dans la section précédente.

4.3 Intégrales impropres en plusieurs points

Si f:]a,+oo[— R est Riemann-intégrable sur tout intervalle de type [a, b] avec a < a < b,
alors 'intégrale (doublement) impropre

—+o00

ft)de

a

converge si et seulement si les deux intégrales impropres faA f(t)dt et f;oo f(t)dt convergent.
Ici A > a est arbitraire. On pose alors

+00 A +00
F(t)dt = / fod+ [ f.

a
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