Université Claude Bernard Licence de Mathématiques, L3
PROBABILITES — UE MAT3147L

Controle du 5 avril 2023
Durée : 1h30

Les calculatrices, téléphones, objets connectés, et les documents sont interdits.

Toutes les réponses doivent étre justifiées et la rédaction (quantificateurs!) est prise en compte
dans la notation.

Toutes les variables aléatoires (v.a.) sont définies sur le méme espace de probabilités (2, F, P).

Baréme indicatif : 1 point par question

Exercice 1. Soit A un réel strictement positif. On note f la fonction définie sur R? par

flz,y) = Ne Mg<,ey

et on admet que f est une densité de probabilité sur R2.
On considére un couple (X,Y) de variables aléatoires dont la loi est donnée par

dPxyy(z,y) = f(z,y) dz dy.

1. Montrer que P(X > 0) = 1.
On admet que 'on a aussi P(Y > 0) = 1.

2. Montrer que X suit une loi exponentielle dont on déterminera le paramétre.
3. Déterminer la densité¢ de la loi de Y.
4. Les variables aléatoires X et Y sont-elles indépendantes ?
1
5. Montrer que, pour tout réel o de [1,+o0[, on a P(aX <Y) = —.
o
6. Montrer que, pour tout réel o de [0,1], on a P(aX <Y) = 1.
7. On note Z =Y — X. Déterminer la densité ¢ de la loi du couple (X, Z).
8. Montrer que X et Z sont indépendantes et déterminer la loi de Z.

Exercice 2.
Soit (X,Y’) un couple de variables aléatoires discrétes indépendantes et de loi géométrique sur
N de paramétre p = 1/2. On rappelle que, pour tout k € Nyona: P(X = k) = P(Y = k) = 27%L,
On considére les variables aléatoires U = min(X,Y) et V = max(X,Y).

1. Montrer que, pour tout (k,¢) € N? on a

0 sik >/
PU=FkV =/{)=( 2722 sik=1/
27k=t=1  Gik </

2. Calculer P(U = V).

3. Vérifier que P(V = 0) = 1/4, puis montrer que, pour tout entier naturel non nul ¢, on a
P(V =1()=2""-3x27%72
4. Les variables aléatoires U et V' sont-elles indépendantes ?
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3.

o

Justifier que, pour tout z €] — 1,1, on a 7,5, lxt =

6. Calculer, si elle existe, 'espérance de V.

Exercice 3. Soit (U,),>1 une suite de variables aléatoires indépendantes et de loi uniforme sur
[0, 1]. On note, pour tout n > 1, M,, = max(Uy,...,U,).

1.

Soit n € N*. Pour tout ¢ € [0, 1], montrer que P(M,, < t) = t" et en déduire la densité de
la loi de (M,,).

Montrer que (M,,) converge en probabilité vers 1.

3. Pour tout k € N, justifier la convergence de la série - - P(|M, — 1| > k™).
4. En déduire que, pour tout k € N*, I'événement {VN,3In > N tel que |[M,, — 1| > k71} est

de probabilité nulle.

5. Conclure que (M,,), converge presque stirement vers 1.

6. Justifier que (n(1 — M,)), converge en loi vers une loi exponentielle. On pourra utiliser la

fonction de répartition.
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