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Feuille d’exercices n° 4

ETUDE LOCALE DES FONCTIONS - DEVELOPPEMENTS LIMITES

Exercice 1. Soit a € R*.

1. Soit g: R — R une fonction telle que lir% g(x) = 0.
T—r

Montrer qu’il existe a > 0 tel que, pour tout = € [—a, al, |g(z)] < |;|.

2. On considere une fonction f: R — R qui admet le développement suivant au voisinage de 0O :
fl@)=1-z+ar’+ o (2?).
z—0
Montrer qu’il existe n > 0 tel que, pour tout = € [-n,7n|, f(z) — (1 — z) est du méme signe que a.
Exercice 2. Donner le polynéme de Taylor a ’ordre 3 au point a € R pour les fonctions suivantes.

. f:R—>R, z+—sinzx, a =0. 3. f:]-1,+0[—= R, z+—In(1+2x),a=0.

2. fRoR, 2+ e, a=1.

Exercice 3. Si elle existe, déterminer lim f(x) dans les cas suivants.
r—a

1\* 1\ Ve
L fro— 1"'; ;@ = +00. 3.f:xb—><1+2> , 6 = +00.
x

1 xX
2. f::rb—><1—|—> ,a=0".
x

Exercice 4. Etablir pour chacune des fonctions f proposées ci-dessous un développement limité de f

en 0 & 'ordre n proposé :

1. f(x)=e"etn=>5, 6. f(x) =v2+zetn=3,
2. f(x) =1In(1+ 22) et n = 6, 7. f(z) =In(2+z) et n =2,
sinz —x ) ~ In(1+2) B
3. f(:v):T,n:2pulsn:3, 8. flz)= 1tz et n =3,
4. f(z) = sin(2z) + cos(z?) et n = 5, 9. f(z) = In(l+z) . _,
1 e? sinx ’
5. f($):2+xetn:37 10. f(z) =1+ 2)Y* et n = 3.

Exercice 5.

Soit f : R — R une fonction admettant le développement limité suivant au voisinage de 1 :

f@) =142 -1) =4 -1+ o ((@-1?).
z—1
1. Justifier que f est dérivable en 1.
2. Quelle est I’équation de la tangente a la courbe de f, Cy, au point d’abscisse 17

3. Quelle est la position relative du graphe de f, Cy, et de cette tangente au voisinage du point

d’abscisse 17

4. Tracer I'allure de Cy au voisinage du point d’abscisse 1.



Exercice 6. Etablir pour chacune des fonctions f proposées ci-dessous un développement limité de f

en 0 & U'ordre n proposé :

2. f(x) = cos(sinx) et n = 4, 4. f(x) = VIHe ot p = 3.

Exercice 7.
1. Donner le développement limité & 'ordre 3 en 0 de f :  — €37 sin(2x).

2. Calculer £®3)(0).

Exercice 8. Si elles existent, calculer les limites suivantes :

z? . sinz — In(1 + sinx)
1 tim €00, 5 T
z—0 xT * *
1 1
. 1/22 | Clim ——— — —.
2. ig%(cos:n) /== 4 il—r&) sin?(z) 22

Exercice 9. Calculer un développement limité de la fonction f dans chacun des cas suivants :
1. f(z) = eV® quand z tend vers 1 et a l'ordre 3,
2. f(z) =2*Inz ot x tend vers 1 et & Pordre 5,

3. f(z) =sinz quand z tend vers % et a l'ordre 3.

Exercice 10. Calculer un développement limité en +oco & 'ordre 3 de la fonction f dans les cas suivants :

1 1+ 22 x :¥
L f(z) = ) 2. f(x)= Q+2)2—2) 3 fl@) xsin(l/z)

Exercice 11. Considérons la fonction f: [1,400[— R, 2 — /22 — 1.

1. Montrer qu’au voisinage de +o00, on a :

fo) 1, (2
x x  3x3  s—too \z3 /)

2. En déduire que la droite d’équation y = x + 1 est asymptote au graphe de f au voisinage de +oo.

3. Quelle est la position de cette asymptote par rapport au graphe de f au voisinage de +o0?

Exercice 12. On considére f: R — R, la fonction définie par, pour tout x € R,
flx)=V1+x+a2

1. Calculer le développement limité a 'ordre 2 en 0 de f.

2. En déduire I’équation de la tangente au graphe de f au point d’abscisse 0, puis la position de cette
tangente par rapport au graphe de f au voisinage de ce point.

3. Déterminer I’équation d’une droite asymptote & f en +o0o et déterminer sa position par rapport

au graphe de f au voisinage de +o0.

Exercice 13. Etudier la convergence de la suite (uy)neny = (\/n2 +n—vn2+ 1) .
ne



