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Feuille d’exercices n° 3

DERIVATION, APPLICATION AUX SUITES RECURRENTES

Exercice 1. Etudier la dérivabilité de f sur I et, lorsqu’elle existe, calculer la dérivée f’ dans les

situations suivantes :

1. fraz— x(z+3)e” pour I =R, 4. f::x»—)l—v:;%pourI:RJr,
2. frx—=2"pour I =R, 5. f:lefgoﬁm pour [ = |—m, 7|,
3. f:w»—>e_x2 pour I = R, 6. f: x> In(1+sin®z) pour I = R.

Exercice 2. Pour tout (a,b) € R?, on définit f,;, sur R par

vz, sio <z <1,
fa,b(x) = 2 .
ar*+br+1, six>1,
1. Déterminer ensemble des (a,b) € R? tels que f, 5 soit continue sur RT.
2. La fonction f,; peut-elle étre dérivable en 07

3. Déterminer a,b € R tels que fq soit dérivable sur ]0, 4+o0l.

Exercice 3. On définit f: R — R par :
r?sin(1/x), sixz#0,
flz) = .
0, six=0.
1. La fonction f est-elle continue sur R 7
2. La fonction f est-elle dérivable sur R 7

3. La fonction f’ est-elle continue sur R ?

Exercice 4.

1. Soit f: [0,1] — R une fonction deux fois dérivable. On suppose f(0) = f(1/2) = f(1) = 0. Montrer

que f” s’annule sur l'intervalle ]0, 1.

2. Soit n € N avec n > 3, p et ¢ deux réels. Montrer que le polynéme P(X) = X" + pX + ¢ a au

plus trois racines réelles.

Exercice 5.
Existe-t-il f: [0,2] — R dérivable telle que f(0) =4, f(2) = —1 et pour tout = € [0,2], |f'(z)| <27

Exercice 6. Appliquer le théoréme des accroissements finis pour démontrer les inégalités suivantes :
1. Pour tout z € R, |sinz| < |z|.

2. Pour tout z > 0, In(1 + z) < z.



Exercice 7. Montrer que les fonctions

0 12 <0,
fi:R=R, x5 (1+|z|)e et fg:R—)R,xr—){ 1 s?a:
e = sinon,

sont dérivables et calculer leur dérivée. Sont-elles deux fois dérivables sur R ?
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Exercice 8. On note pour tout n € N*, H, =1+ B + 3 44—
n

x| =

1
1. Pour tout £ € N*, montrer I’encadrement suivant : il <In(k+1)—Ink <
2. En déduire que pour tout n € N*, In(n+ 1) < H,,.

3. Conclure que lim H, = +oo.
n—-+0oo

Exercice 9.

Partie A. On considére ¢ :]0,+00[— R, z +—— 1+ + Inz.
1. Dresser le tableau de variations complet de g.
2. Montrer que I’équation g(z) = 0 admet une unique solution dans ]0, +00[. On note « cette solution.
Partie B. On considére f : R —]0, +o00[, z — e~ (145,
1. Montrer que « est 'unique point fixe de f.
2. Montrer que, pour tout (z,y) € (R%)?, |f(z) — f(y)| < % |z — yl.
3. On considére la suite (uy)nen définie par ug € R et, pour tout n € N, uy41 = e~ (Itun),
(a) Démontrer que, pour tout n € N*, u,, > 0.
(b) Montrer que, pour tout n € N*, |up41 — af < % [un, — a.

(¢) En déduire que (uy)nen converge et préciser sa limite.

Exercice 10.

1. Montrer que I’équation (E) : 2Inz — 2 +2 = 0 en z € R admet une unique solution sur [2, +oc0ol.

On note a cette solution. Vérifier que de plus a € |5, 6].

2. Afin de déterminer une approximation de a, on introduit la suite (uy)nen définie par ug = 5 et,

pour tout n € N, upt1 = @(uy), oit ¢ : [2,400[— [2,400], z +— 2Inz + 2.
(a) i. Démontrer que, pour tout n € N, u, € [5,6].
ii. Montrer que la suite (u,),eN est croissante.

iii. Montrer que (u,)neN est convergente et que sa limite est a.
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(b) i. Montrer que, pour tout x € [5,6], |¢'(x)] < 5
ii. En déduire que, pour tout n € N,
2
|tpse1 —al < = |un, — al.
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iii. Démontrer que, pour tout n € N, |u,, —a| < <> .

(c) Déterminer un entier n tel que u, soit une valeur approchée de a & 10~3 prés.



