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Feuille d'exercices no 2

Révisions sur les fonctions, relations de comparaison

Exercice 1. Étudier la limite de f : x 7→ f(x) au point a ∈ R dans les di�érents cas suivants :

1. f(x) =
x2 − 4

x2 − 3x+ 2
, a = 2,

2. f(x) =
xn − 1

x− 1
, a = 1, n ∈ N∗,

3. f(x) = sin

(
1

x

)
sinx, a = +∞,

4. f(x) =
x2 + 2|x|

x
, a = 0.

Exercice 2.

1. Soient a et b deux réels tels que a < b. On note I = [a, b]. Soit f : I → R une fonction. On rappelle

qu'un point �xe de f est un réel x ∈ I tel que f(x) = x.

(a) La continuité de la fonction f est-elle une condition nécessaire à l'existence d'un point �xe ?

(b) La continuité de la fonction f est-elle une condition su�sante à l'existence d'un point �xe ?

2. Dans cette question, on considère la fonction f dé�nie sur R par : ∀x ∈ R, f(x) = e−x.

Démontrer que la fonction f admet un unique point �xe sur l'intervalle I = [0, 1].

On pourra étudier la fonction auxiliaire g dé�nie sur R par g(x) = f(x)− x.

3. Soient a et b deux réels tels que a < b. On note I = [a, b]. Soit f : I → R une fonction continue

telle que f([a, b]) ⊂ [a, b].

(a) Démontrer que f possède un point �xe sur [a, b].

(b) Dans cette question, on suppose de plus que f est strictement décroissante sur [a, b]. Cette

hypothèse supplémentaire est-elle su�sante pour assurer l'unicité du point �xe ?

(c) Dans cette question, on suppose maintenant que f est strictement croissante sur [a, b]. Cette

hypothèse supplémentaire est-elle su�sante pour assurer l'unicité du point �xe ?

Exercice 3. Pour chacune des propositions suivantes, décider si elle est vraie ou fausse. Justi�er.

1. x3 = O
x→0

(x2),

2. x2 = O
x→0

(x3),

3. x2 = O
x→+∞

(x3),

4. 2x+ 1 = O
x→+∞

(x),

5. 2x3 +
√

x4 + x2 = O
x→0

(x2),

6. x2 = o
x→0

(x),

7. x2 = o
x→1

(x),

8. x2 = o
x→+∞

(x),

9. 1 + x7 = o
x→0

(1),

10. x5 + x2 + x = o
x→0

(x5),

11. x5 + x2 + x = o
x→0

(x),

12. x5 + x2 + x = o
x→0

(1),

13. sinx = o
x→+∞

(x),

14. sinx = o
x→0

(x),

15. 2x3 +
√

x4 + x2 = o
x→0

(x),

16. ln(|x|) = o
x→0

(1/
√
|x|),

17. ln(|x|) = o
x→0

(ex),

18. ln(|x|) = o
x→+∞

(ex).
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Exercice 4. Soient I un intervalle ouvert de R contenant 0 et f : I → R. Pour chacune des propositions
suivantes, décider si elle est vraie ou fausse. Justi�er.

1. Si f(x) = x3 + o
x→0

(x3) alors f(x) = o
x→0

(x3).

2. Si f(x) = x4 + o
x→0

(x3) alors f(x) = o
x→0

(x3).

3. Si f(x) = x2 + o
x→0

(x3) alors f(x2) = o
x→0

(x3).

4. Si f(x) = x2 + o
x→0

(x3) alors f(1 + x) = (1 + x)2 + o
x→0

(x3).

Exercice 5. Pour chacune des propositions suivantes, décider si elle est vraie ou fausse. Justi�er.

1. ex ∼
x→0

1,

2. ex ∼
x→0

1 + x,

3. ex ∼
x→0

1 + 2x,

4. ex − 1 ∼
x→0

0,

5. ex − 1 ∼
x→0

x,

6. ex − 1 ∼
x→0

2x,

7. ex
2 ∼
x→0

1 + x,

8. ex
2 − 1 ∼

x→0
x,

9. ex
2 − 1 ∼

x→0
x2.

Exercice 6. Donner pour chacune des fonctions proposées ci-dessous un équivalent simple :

1. f(x) = x4 + 5x2 − 6x quand x→ 0,

2. f(x) = x4 + 5x2 − 6x quand x→ +∞,

3. f(x) = x4 + 5x2 − 6x quand x→ 2,

4. f(x) = x4 + 5x2 − 6x quand x→ 1,

5. f(x) = x7 +
√
x+ (lnx)2 + e2x + 4x5 − x9 + 5x+1 quand x→ +∞.

Exercice 7. Croissances comparées et équivalents.

Donner un équivalent simple de la fonction f : x 7→ f(x) en 0 et en +∞ dans les cas suivants :

1. f(x) = x+ cosx,

2. f(x) = x+ sinx,

3. f(x) =
√
x+ lnx,

4. f(x) = xex,

5. f(x) = x2 + sinx,

6. f(x) = e2x −
√
x,

7. f(x) = chx.

Exercice 8. Soient I un intervalle ouvert de R contenant 0, f : I → R et g : I → R. Montrer que :

ef(x) ∼
x→0

eg(x) ⇐⇒ f(x) = g(x) + o
x→0

(1).
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