
1.3 La dérivation approfondie 7/02

Pricey
Prop. I.f.IR. fal:lim f(x) - f(a)

- (R]=f(x) =f(a) +f(a)(x -a) +0a(x - a). ANALYSE2
x -a

x+a

Def:g =Daf g =f.E(g(x) =f(x).E(x) SiaIcompris, notation plus courte.OCf FOaf
etlim ECx) =0 par exple:g

=0a(x-a)=g(x) =E(x).(x -a)
Preuve.**

() f(x) =f(a) +f(a)(x -a) +d(x)(x-a) avec lim Ecx) =0.
x+a

Soitx+a alors =>
f(x-f(x) =(f'(a) +a) =f(a) +g(x)x- a

=>h(x) = =Site_glas, sixa
limh(x) -him fea-fical =0 Rqih cetinuea un définition
x+a

d (lh(x) -h()I de la continuit.

fca)
E(x): =h(x). [(x).(x-a) =f(x) -f(a) - f(a)=f(x) =f(a) +f(a).(x-a) +0(x-a) X

↑
si xa

Corollaire.f derivable en a =f cont. en a
Preuve:f deriv. It f(x) =f(a) +(f(a) +E(x))(x -a) limx-a

him f(x)=mff(all-a)(f(a) +((x)

- 1

Rq:< ExA:f(x) =(x) - frontinue en D. 4

mais fig (0) =(Dgf) (0) =im IX-0
== 1.

x=0- x - 0

etf(0) =(Dyf)(0) =+1 - f(0)7)

Ex:f(x) ={i.*. I dir. Sur R1903

Id(0) =lim 2x +y-yf(0bin(2):2 limitedex+0+x-0

fg(0) =br28 =en (2-1) = +0 mais fg (0) IR alors fg (d) I

Rqf(x) fgical en généal
fd(a)

Prop I:focal etfid (a) existent<> I'ca) I[et fca) =e)
x+1x:fg(a) =fd(a) =:lERR.

Rq:sawsx1:
2xA:f(g(0) =- 1 f(ab

fd(0) =+1
(ici fg'so =lim f(x) mais pas tis.

>

Breure:tividendescassi eta
M.9.innefalneeau a i gleteIl Ef(Xn)neIN avec hin (x)a, iteir



2n -1Xnei donné -Un sous-suiteX. <a Exple: a=0,xn =(-1).1-
-
=

1
--

In sous suiteXn> a [nEN*) 2n

dim g(un)*tf'g(a) =l
-->

li g(un)le ...li geant0
par l'hypothèse

"On a 2 sous-suites -> in limite Fasoco]. JN==
max(Ng

la suite xx -> i limite"

Def:I:I continue Nd
NgtrNy

· f =(°(I) ssif cont. sar I
·feDI) =&" (I,R) ssif esta fois derivable (If(x). f(x,..., f"(x), AxeI)
·fe ("(I) =("(I,R) si 1)f= 8"(I)-

festde type C" 28
"=("(I) -

· fe(I) =0°(I) ssifeC"(I) EnEIN* (OI) des fonctions lisses
Rqides inclusions evidentesCoxDtxDc....*

Exple: 1) Sin = (P(R), expeC"(R), f(x): ={!***
2/C(R)mais 8** &"(R*).

2)ExA:f(x) =(x),feCi,ff 8'((R)
f R* GC* (R*) car of R*(x) = -x8 **(x)

=
+X

3) f(x) =x.(x), Dg =RR. Lemme:feC(R), f 48((R)
-

si x> 0Preuve:f(0)=him0% =0, eix=f x =0
=f'zC, alas f=C"(()x- 0 Si

fix ={"8 -2x si x<0

f(x) =21x) -1=co mais 8'¢8*(R) alors of G 8"(IR)

4)ExC:f(x) ={ sin (t) Samme:fc87, fAC(IR)

=x.sin(t)BreuveSzanne810Er)
=(x)= -k.x

=
-*

alors in f(x)]alors f'*CIR
Prop:figeC =f +g, f.g, frg cC

PropII:f derivable sur I [ab.
if(x) =leR )) b f(x) =leR etlafix =lETf continue en (mf(x=fcal).
=>f =C(R).

2. Ex B.

Rq:=> sa (**), of. Ex.B:



⑧
Prop I:M f(x) = le, de fix) = le us"les limitesàgauche, àdroite existent".

2 =fical . Rq:ExC montre quen f(x5/ #fical 5.

Preuve:[Prop III)
1) M... dim f(x-f(a)

=l
x -a

Un ... le termes Xna
* (Xulneir, Xn +0, (Xn) =a. sous-suites V....... xax a

hi f(a)=fg (al+lim fx=l*

*engénérale
Min f((n) -f(a) =fd(a)

Un-cu

TAFf(un) -f(a) =f((n)
if(a) =bif(n) =bif(x

=
=(t)

Una par l'hypothese
de la in manièrelinea* eim an=a p f() =e

=jbf(x =e==(0)

n -0 gendarmes ne c

et(0) +(8) =>f'e c(I).

Preuve:(PropIN):utiliser aussiTAFCavous!)

1.4Des fonctions convexes
Def:f:I-R estconvexe (concave)=> f(xx +(1 -x)y)(bf(x) +(1-x)f(y) Xx,y=I,fx =[0,1].

strictementconvexe (concavel pour les inégalite's strictes.

Thrm:fe D"(I):of convexes ) 8">0 Preuve:plus tard.
concavl L

changentdes variables
t =3Motivation géométrique:

z =x+t(y-x)f(z) =f(x +t(y-x))
=
f( - tx+ty

⑧

-f concave
t =(0,1] 3 f(xx +(1 - 5)y)

⑧
=
=1-t, =x=[0,1]

f(x)E
⑳

ana Ses f(z)=f(x +(1-3)y)

convexe => df(z) (X x x zcy =I)
11

z-(x,y] I supposons yx
Le côté àgauche de la condition.

Les distances de f(x) etde f(z) jusqu'au graphe f.
Pour le côte àdroite:

d-f(x)
2 f concave t(y-x)
-> - 38cy) -f(x)
-
y.x

ex.Sa sei 2 =bef(x) =d=f(x) +t.(f(y) -fx)
=(1- t)f(x) +t.f(y)
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II.5 Dessuites recurrentes

L :ISIRMOEI
}

donnees Defsuites recurrentes:Anth-flun) =:

définie seclement si UnEI FRENN
.
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