Université Claude Bernard Lyon 1 Semestre de printemps 2023
L1 UE : Algébre 2

Contrdle continu 1 du 7 février 2023
Durée 45 minutes
Les documents, les téléphones/ calculatrices/ ordinateurs/ objets connectés sont interdits.
Toutes les réponses doivent étre justifiées.

Questions de cours :
1. Donner la définition d’une matrice inversible.
2. Montrer I'unicité de I’inverse.

Correction Questions de cours
Soient A € M,,(K) et B € M, (K).
1. Best!'inverse de A si AB = I, = BA.
2. On suppose que A admet deux inverses B; et B,, on donc
L,(AB; =1, =B,A
L, {ABZ =1, =B,A
OnaB,(AB,) = B,l, = B, et (B,A)B, =I,B; = B,
Comme la multiplication des matrices est associative B,(AB;) = (B,A)B;, on en déduit que B; = B,.

Exercice 1.
Déterminer I’ensemble des solutions du systeme :
x+2y+z=0
(S){ x+3y+3z=2
2x+5y+7z=11
Correction exercice 1
Li( x+2y+z=0 Ly x+2y+z=0 L4 x+2y+z=0
(S)(:)Lz{x+3y+32=2 o L,— 1, { y+2z=2 o L, { y+2z=2
L; 2x+5y+7z=11 L;—2L; \ y+5z=11 Lz —L, 3z=9
xX==-2y—z x=5
= {y=—22+2<:) {y=—4
z=3 z=3
Il'y a une unique solution (5,—4,3).

Exercice 2.
En utilisant ’algorithme de Gauss, étudier si la matrice suivante est inversible

3 -1 -1
A= (—1 1 0 )
-1 0 1
calculer sa matrice inverse si elle existe.

Correction exercice 2
Premiere méthode

X x'
On pose X = (y) etX' = (y’)
VA 7!



3 -1 -1\ x' LiBx—y—z=x' L, 3x—y—z=x'
AX:X’@(—:[ 1 0)()}):(3}’)@[:2{ —x+y=y’ <:>3L2+L1 2y_2=3yl+x’

-1 0 1/\z z L;\ —x+z=2 Ly—L, (-y+z=2z"—y'
L, 3x—y—z=x'
s L 2y —z=3y" +x'
23+ L \z=2(Z"—y)+3y' +x' =x"+y' + 22
3x=x"+y+z 3x=x"+y+z
©i2y=3y"+x"+z=3y'+x'+x'+y' + 22 {2y =2x"+4y' + 27’
z=x"+y' +2z' z=x"+y' 42z’
3x=x"+x"+2y'+z'+x'+y' +2z' =3x"+3y' + 372 x=x"+y'+72
= y=x"+2y"+72 oly=x"+2y'+72
z=x"+y' +27 z=x"+y' + 27

N

X 1 1\ /x'
VA 1 2/ \z7’
1
Donc A1 1 2 1
2

Seconde méthode

Lys/3 -1 —-111 0 0 Ly 3 -1 —=1]1 0 O
L2<—1 1 of0o 1 0>~3L2+L1<0 2 —1[1 3 0)
L;\-=1 0 1l0 0 1 Ly—L, \0 -1 110 -1 1
Ly /3 -1 —-1|1 0 0 Ly /3 -1 =111 0 O
~ L <0 2 —1[1 3 0)~L2+L3<0 2 012 4 2)
2L;+L,\0 0 111 1 2 Ly \0 0 111 1 2

Les trois pivots de la matrice triangulaire de gauche sont non nuls donc I’inverse existe.

1L1 3 -1 -1t 0 0\ Li+Lly+Ls/3 0 03 3 3\ =L,/1 0 01 1 1
—L2<0 1 01 2 1) L, (o 1 ol1 2 1)~3L (0 1 ol1 2 1)
2% 0o 1l 12 Ls 001112 2V o112
3 3
11 1
DoncA‘1=(1 2 1).
11 2
Exercice 3.

Soient A € M,(R) et B € M, (R) telles que
(-1 1 _(6 -3
A_(—z 2) et B_(s —3)
Calculer A% en déduire que pour toutn > 1, A™ = A.
Calculer B2 en déduire que pour toutn > 1, B™ = 3""1B,
Calculer AB et BA.

Calculer M = A + B.
Pour toutn > 1, calculer M™ en fonction de n (on explicitera les quatre coefficients de la matrice).

AwbdE

Correction exercice 3
1.

2_(—1 11 1)_(-1 1
A% = (—2 2) (—2 2) B (—2 2) A
Par récurrence : soit (H,) : A" = A.

L’initialisation est vraie pour n = 1 (et méme pour n = 2)

Hérédité, vn € N*

AMl = A"A = AA = A% = A.
On en déduit que I'implication (H,) = (H,,,,) estvraie pour toutn € N*.
Ce qui acheve par récurrence donc vVn € N*, A" = A.

2



6 —3\(6 -3 18 -9 6 —3
B® = (6 —3)(6 —3) - (18 —9) - 3(6 —3) =3B.
Par récurrence soit (H,) : B™ = 3""1B.
L’initialisation est vraie pour n = 1 (et méme pour n = 2)
Hérédité vn € N*
B"*1 = Bn"B = 3""1BB = 37712 = 3""1 x 3B = 3"B.

On en déduit que I'implication (H,) = (H,,,) est vraie pour toutn € N*,
Ce qui achéve par récurrence donc vVn € N*, B™ = 3""1B

/=1 1\/6 =3}_/0 0
AB = (52 %) (61 —g) N (8 8)
BA = (6 —3)(—2 2) - (0 0)
11 suffit d’additionner les coefficients M = A+ B = (451 ii)
Les matrices A et B commutent puisque AB = BA, on peut appliquer la formule du binbme de Newton
n
Vn=1,M" = (4 +B)" = Z () A*Br=* = 4™ + B
k=0
Car pour k € [1,n — 1], A*B™ % = ABA*=1B"~1=% = 0, la matrice nulle.
D’apres les questions précédentes, pour toutn > 1
0 me1im (-1 1 o1 (6 =3\ _ (-1 1 1(3X%X2 =3
MP=4+3 B_(—z 2)+3 (6 —3)‘(—2 2)+3 (3><2 —3)
=(—1+2><3" 1—3")
—24+2x3" 2-3"



