Université Claude Bernard - Lyon 1 Semestre de printemps 2022-2023 Exercice 4 Calculer, sur un intervalle ou le calcul est valable, les primitives des

Cursus préparatoire : Fondamentaux des mathématiques 2 fonctions rationnelles suivantes :
xQ dx
Feuille n° 5 : Intégrales (a) (+) /m dx (e) (x) /x?’ -1 @) ) /4$2 +4x+5
2
x x
(b) (%) /m dz (f) (%) / (@2 — 1) dz / A1 dx
Exercice 1 (x) Soit f : [a,b] = R une fonction croissante. da da 9 1+ 4
1. Soit n > 1 et zg, 21,...,z, la division de [a, b] en n parties égales. () (+) / 22+ 4 (g) (+) / (2 +1)2 / 3 +522+9x+5
(a) En s’aidant d’un dessin, définir le plus naturellement possible deux fonctions q T q L ?+r+1 q
en escalier ¢ et ® sur [a,b] telles que ¢ < f et f < P. (d) —dr+9 (b) 22 g1

(b) Calculer I(®) — I(p).

2. Montrer que f est intégrable au sens de Riemann sur [a, b]. Exercice 5 (x) En utilisant le changement de variable ¢t = 7 — z, calculer :
i sinx
I :/ r——— d:L’.
o 14cos?x

Exercice 6 (x) Calculer les intégrales suivantes :

Exercice 2 Soient a,b deux réels tels que a < b. Soit f : [a,b] — R une fonction
continue.

1. Montrer que si f est a valeurs positives, et telle que / f(x)dx = 0, alors f est
a

1 1 /2 .3
identiquement nulle sur [a, b]. (a) / zel e da (c) / (2% + 1)e~" da (e) / sin” x dx
. . . 0 0 o 1+cos?z
2. Montrer que f est de signe constant sur [a, ] si et seulement si . : 1o o )
(b) / cos(nz) dz (d) / (Arcsin z)? dz (f) / _“
1 T 0 0 14 2cosx

/ablf(t)ldt= /abf(t)dt .

Exercice 3 (x) Intégrales, parité et périodicité. (a) /1 (22 + 3) dz (d) / - (&) /1 - dt -
1. Soit a > 0. Soit f : [—a,a] — R une fonction continue sur [—a, a]. 0 2 TV =2 —1 (sht +cht)

/ " () da w [ YT, (poser £= V21 Viltaoyal

(a) Montrer que si f est paire, alors flx)dz =2 (h)
0

2 3 S = 22
- 2 ¥ (e) / 2?In(2% — 1) da 0 L
2

Exercice 7 Calculer les intégrales suivantes :

. o a (poser T = cos 0) LIS
(b) Montrer que si f est impaire , alors 9 f(x)dx = 0. 5 (poser t = z°) (i) / o de

2. Soit T'> 0. Soit f : R — R continue sur R et T-périodique. (c) /2 VT + 1 ¢ 1 Vs d T+ 7

(poser t = /x + 1) () . T ar / 1+6

b+T
(a) Montrer que pour tous réels a et b, / flx)dx = / f(z)da.

, <y < et/?
(b) Montrer que pour tout réel a,/ J 1+ T Sy < et

a

ot dx—/ fa Exercice 8 (*) Onnote D = {(z,y) e R?|0<z <1

1 z/2
2§e/.

1. Montrer que pour tout = € [0,1], .

2. Dessiner D.
3. Calculer l'aire de D.



Exercice 9 (x) Démontrer, a Paide de majorations, les limites suivantes.

1/2 s 1 —nzx
1. lim dz = 0. 4. lim dz = 0.
n—+oo J 1+ n—too Jo 1+
1 ,m 1
2. 1 dz = 0. I =1.
n_lf_rs_loo o 1+ v g ngr-ir—loo o 1L+2zn dr=1
/4
3. lim (sinz)™dz = 0.
n—-+00 0

Exercice 10

1. Montrer que dx — 0 quand R — +o0.

1 R x?
o e

2. (a) Soient t € R et R > 0. Montrer que |1+ R%e%|? > (R? —1)2

dt — 0 quand R — +o0.

(b) Montrer que R/ W

Exercice 11 (%) Soit f :[0,1

1
_ n—1
I - /0 () dt

1. Montrer que I,, — 0 lorsque n — +oo.

] — R une fonction continue. Pour n > 1, on pose

2. On suppose que f est de classe C* sur [0, 1]. Effectuer une intégration par parties
sur I, puis montrer que nl, — f(1) lorsque n — +oo.

3. On suppose que f est de classe C! sur [0, 1]. Montrer que fol f(t)sin(nt)dt — 0.

w/2
Exercice 12 (x) Pour n € N, on définit w,, = / sin” x dx.
0

1. (a) Montrer que w, > 0 pour tout n € N.
(b) Montrer que la suite (wp)n>0 est décroissante.
(¢c) Montrer que nw, = (n — 1)w,_o pour tout n > 2.
2. Déduire des résultats précédents que w,, ~ w,_1 quand n — +oo.
3. Justifier que la suite (nw,wp—1)n>1 est constante, puis en déduire que

Exercice 13 (x) On définit une application f : [0,1] — R par :
t—1
t) = —— 0)=0et f(1) =
fy="" 7O =0t £(1)

On définit également une application F :]0,1[— R par :

=t

pour t €]0, 1],

—_

. Montrer que f est continue sur ]0, 1].

o

Pour z €]0, 1], quel est le signe de F'(z)?

e

Montrer que F' est dérivable en tout point de ]0,1[ et calculer sa dérivée.
2

Todt
a) Pour z €]0, 1], montrer que / —— =1In2.
» tlnt

o
—~~

2’In2 < F(r) <zln2.

(¢) En déduire existence et la valeur de la limite hr{l F(x).
z—1—

b) Pour x €]0, 1], montrer les inégalités :
(d) En déduire que lim F(z) =0
z—0t

iy ar = /0 £t dt

1
(b) Déduire de ce qui précede la valeur de / flt)de
0

(a) Montrer que lim
e—0t

Exercice 14 (x) Calculer les limites des suites suivantes :

ﬁ (n? + k?) 1n.

n

Lon=3 e

k=1

~ ok
20 =)

k=1

k
4. d, = Zsm sin —2)

3
fx— % <sinx <z pour tout x € [0,

Indication pour (d,) 1.

Exercice 15 Soit f une application continue sur [0, 1] & valeurs strictement positives.

Montrer que ) )
/Oln(f(t))dtgln </0 f(t)dt).



