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1l est rappelé que la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements entreront pour une part
importante dans l'appréciation des copies. Les réponses aux exercices doivent donc étre clairement rédigées. Le
détail des calculs doit apparaitre sur la copie. La présentation doit étre la plus soignée possible. Enfin, si vous
pensez avoir repéré une erreur d’énoncé, signalez-le sur la copie et poursuivez votre composition en expliquant
les raisons des initiatives que vous avez prises.

Exercice 1 Voir cours.

Exercice 2
On remarque que deg F' < 0, donc la partie entiere dans la décomposition en éléments simples de F' est nulle.
Il existe donc a, b, c,d € R tels que

_3X2—4X+8_ a b cX +d

FX)=—————— =+ =+ —— .
N=emxzry = x x3a ¥
8
Pour déterminer a, on multiplie (%) par X? puis on évalue en X = 0, ce qui donne a = 1= 2.
Pour déterminer ¢ et d, on multiplie (x) par X2 + 4 puis on évalue en X = 2i, ce qui donne
3(2i)% — 4(2i) + 8
(2i) (2)(2 ks =2ic+d, clest-a-dire 14 2i=d+ 2ci.
i
On en déduit donc que c =1 et d = 1.
2 b 1
On a donc, pour tout = € R, F(z) = — + — + % Multiplions cette derniére égalité par x puis faisons
x T
r — 400 : celadonne 0 =b+ 1, dou b= —1.
La décomposition en éléments simples de F' est donc
2 1 X+1
FX)=— - = .
M=% -"xtxa
Exercice 3 .
1. Si AB = BA, alors, pour tout n € N, on a (A+ B)" = Z ( >A”kBk.
k=
-1 0 0
2. Ecrivons M = A+ Bavec A=3I3et B=| 0 0 1 |.On sait déja que pour tout k € N, A*¥ = 3¥I;.
0 0 -2

De plus, en calculant B? puis B? on voit que 'on a

(-1* 0 0
BF=| 0 0 (=21
0 0 (-2)*

pour tout k£ > 1. Puisque AB = BA, on peut appliquer la formule du binéme :

(—=1)k 0 0
=(A+B)" 3”13+Z( )3”* 8 8 (z_2)2’;;1

n
Le premier coefficient diagonal de cette somme est > ()37 %(—1)% = (3 — 1)™ = 2". De méme, le deuxiéme
k=0
coefficient diagonal est égal a (34 0)™ = 3" et le troisieme est égal a (3 —2)™ = 1. Enfin, le dernier coefficient
a calculer est

3%2()3“ o)kl —gn 4 L Z()?ﬂk )’“=3"+%((3—2)n—3"):3”;1.




2" 0 0
On obtient donc finalement M = | 0 3r 3.1
0 0 1

Exercice 4

Remarquons que les P; sont bien des éléments de R3[X]. De plus, comme Card # = 4 = dim Rs[X], il suffit de
montrer que % est une famille libre. Soient donc Mg, A1, A2, A3 € R tels que A\gPy + A1 Py + Ao Py 4+ A3P3 =0, et
montrons que A\g = A\ = Ay = A3 = 0.

On a:
MX —a) + A (X —a)? (X = b))+ (X —a)(X =)+ X3(X —b)> =0 (x).

Si on évalue cette égalité en X = a, il vient A\3(a — b)® = 0, d’out A\3 = 0, puisque a # b. De méme, si on évalue
en X = b, on obtient A\g = 0. L’égalité (x) devient donc

MX —a)* (X =)+ X(X —a)(X —b)>=0 (%),
et on peut simplifier par (X —a)(X —b) :
M(X —a)+ (X —0b) =0.
On évalue a nouveau en X = a, ce qui donne Ay =0, et en X = b, ce qui donne A\; = 0. Cqfd.

Exercice 5
1. Soient A € R, X = (z,y,2) et X' = (2/,y/,2'). Alors A\ X + X' = Az + ', \y + ', Az + 2'), donc
uAX + X ) =Nz +2" + y+y +20z+2), e+ 2 + A2+ 220+ 2" — Ay + ) + Az +2)
=Nz4+y+22)+ @ +y +22") AMNa+2)+ (@ +2), 20 —y+2)+ (22 —y +2'))
=ANz+y+2z,x+2,2v—y+2)+ (@ +y +2 2 + 2,22 —y +2)
= Au(X) + u(X").

Cela montre que u est linéaire.

1 1 2
2. On a directement M = |1 0 1
2 -1 1

3. Par définition de I'image de u, on sait que (a,b,c) € Imu si et seulement si il existe (z,y, z) € R3 tel que
(a,b,¢) = u(zx,y, z). Autrement dit,

x a
(a,b,¢) €Imu <= I(x,y,2) ER3 telque M [y ]| =|0d
z c
x a
<= lesystéme (Sepc): M|y =10 possede une solution.
z c

Pour voir a quelle condition le systéme (S, p.) possede une solution, échelonnons en lignes la matrice augmentée
correspondant :

1 1 2|a 1 1 2 a 1 1 2 a
1 0 1|0 — 1 0 -1 —-1|b—a — 1 0 -1 -1 b—a
2 -1 1]¢ 0 -3 —-3|c—2a 0 O 0 |a—3b+c

On sait alors que (S4,c) possede une solution si et seulement si @ — 3b+ ¢ = 0. On a donc bien démontré que
(a,b,¢) € Imu si et seulement si a — 3b+ ¢ = 0.

4. La question précédente montre que Im u est un sous-espace défini par une équation linéaire non triviale, donc
que dimImu = 2. Comme dim F =1, on a dim F + dimImu = 3 = dimR?3, et il suffit donc de montrer que
FNnImu = {0}.

Or, soit (z,y,2) € F NImu. Par définition de F, il existe A € R tel que (z,y,2) = (2\,3X,5)). D’apres la
question précédente, on a alors 2\ —3 x 3A 45X\ = 0, d’ott 'on déduit A = 0. Cela montre que (z,y, z) = (0,0,0),
ce qu’il fallait démontrer.

On a donc bien R? = F @ Imu.

5. Puisque rgu = 2 < 3, I’application u n’est pas surjective. Elle n’est donc pas bijective.



