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Exercice 1 Voir cours.

Exercice 2

Remarquons déja que deg F' < 0, de sorte que la partie entiere dans la décomposition en éléments simples de F'
est nulle. La factorisation du dénominateur de F en produit d’irréductibles est X?(X —2)(X +2). En particulier,
cela permet de voir que F est écrite sous forme irréductible (car 0, 2 et —2 ne sont pas racines du numérateur) ;
il existe donc des réels a, b, ¢, d tels que

P(X) = TX?2+4X —4 7a+ b n c n d
XX -2)(X+2) X X2 X-2 X+2
R 4, Lz 2 . 4, . _4
Pour calculer b, on multiplie cette égalité par X~ puis on évalue en X = 0, ce qui donne b = %3 1. De
méme, on trouve ¢ =2 et d = —1. On a donc, pour tout x €2, +o0] :
722 4 4w — 4 a 1 2 1

2z —2)(z+2) =z x2+x—2 r+2

Multiplions par x :
Tx? 4 4z — 4 + 1 + 2z T

— =g+ -+ — - .

z(x —2)(x +2) x r—2 xz+2

Faisons maintenant z — +00 : compte tenu des équivalents usuels, on a
0=a+04+2-1,
d’olt a = —1. Ainsi, la décomposition en éléments simples de F' sur R est

11 2 1
FX)=-— 4 — = ——.
W=+ tx—2 372

Exercice 3
1 2 1 2 -1 10 5 10 6 0
: 2 _ _ _ . _
1. On calcule simplement A° = (1 4) < 1 4) = ( 5 14>, et bA — 61, = ( 5 20) (0 6) =

-1 10 . 2
(_5 14>.OJ[1adonc bien A¢ = 5A — 615.

-1 -1
2. (a) Par conséquent, on a A% —5A4 = —615, d’'ott F(A —b5l)-A=1I,et A- F(A —513) = I5. Cela montre
-1
que A est inversible et que A~! = F(A —51,).

2. (b) On peut par exemple appliquer 'algorithme de Gauss :

1 2|1 0 . L2t oy (121 o0 . 1 0]2/3 —1/3
1 4|0 1 ) i \ 0 6|1 1) ca, \ 0 1]1/6 1/6 ) nyez,tor, \ O 1]1/6 1/6 )°

Donc A est inversible A™! = (2/3 _1/3> =

4 -2 -4 2 .
/6 1/6 ( ) Or A—5I, = (_ _1>, et on retrouve donc bien

1
6\1 1 1

-1
A_1 == F(A - 5]2)

3. Montrons par récurrence que la propriété P(n) : « il existe a,, b, € R tels que A™ = a, A + b, 15 ».

e Pour n=0,0ona A’ =1, =0-A+1-1I,. La propriété P(0) est donc vraie, avec ag = 0 et by = 1.



e Soit n € N et supposons que P(n) soit vraie. Alors
AT = A A" = A(a, A+ by 1) = a, A% + b, A.
D’apres la question 1, on en déduit que
A" = g, (5A — 613) 4+ by, A = (5a, + b,) A — 6a, 1.
La propriété P(n + 1) est donc vraie, avec a,4+1 = ba, + by, et by,11 = —6ay,.
e Conclusion : P(n) est vraie pour tout n € N.

4. On a alors a,42 = 5ap41 + bpy1 = bays1 — 6a, d’apres la question précédente.

Exercice 4
1. Soit P(X) = aX? +bX + ¢ € Ro[X]. On a d’une part P(X?) = aX*+bX? + ¢, de sorte que

PcE < X*(aX?+bX +¢)=aX*+bX*+¢
= aX'+ X3+ cX? =aX + X%+ ¢

b=0
<= c=1b
c=0

< P=aX?
<= P € Vect(X?).

Donc E = Vect(X?), et donc (puisque X2 # 0) dim E = 1.
D’autre part, de nouveau avec P(X) = aX? +bX + ¢, on a P(0) = c et P(2) = 4a + 2b+ ¢, donc

PeF < c=4a+2b+c
<= 2a+b=0
— P=aX?-2aX+c
— P=a(X*-2X)+c
<= P Vect(X? - 2X,1).

Donc F = Vect(X? —2X, 1), ce qui signifie que la famille (X2 —2X, 1) engendre F. C’est aussi une famille libre
car elle est formée de deux vecteurs non colinéaires. C’est donc une base de F, d’ou dim F = 2.

2. On a déja dim F + dim F = 1 + 2 = 3 = dim Ry[X]. 1l reste par exemple & montrer que E N F = {0}. Or, si
Pe ENF,onaP(X?) = X?P(X), ce qui donne, avec X =0 : P(0) = 0. Comme P € F, on a alors P(2) = 0.
Mais alors P(4) = 22P(2) = 0. Le polynéme P a ainsi 3 racines distinctes alors qu’il est de degré < 2 : c’est
que P = 0. On a donc montré que Ry[X]|=E @ F.

Exercice 5

3 2 -1
1. Par définition méme, on a immédiatement A= | -2 0 2
1 2 1
2. (a) On échelonne A en colonnes :
-1 2 3 -1 0 0 -1 0 0
A — 2 0 -2 — 0 4 4 — 0 4 0
@ett\1 2 1) ergie 1 o4 a) G 1 4 0

Cette matrice échelonnée posseéde deux colonnes non nulles, donc rg A =rgu = 2.

2. (b) Remarquons que u(g;) = 0, donc &; € ker u. Or, d’aprés le théoréme du rang, on a dimkeru = dim R? —
rgu = 1; une base de keru est donc formée de tout vecteur non nul de keru. C’est le cas de €1, donc (g1) est
une base de ker u.

2. (¢) On a keru # {0} donc u n’est pas injective. Par ailleurs, puisque rgu < 3, lapplication u n’est pas
surjective.



3. (a) Montrons que %’ est une famille libre : soient «, 3,7 € R tels que ag; + fea + ve3 = 0. Alors

at+f—-7y=0
—o +v=0
a+p =0.
Les deux derniére équations donnent § = —a et v = « : en reportant dans la premiere équation, cela donne

a =0, dou 8 =7 =0 aussi. La famille #’ est donc libre.

Or, comme Card #' = 3 = dim R3, cela montre que %’ est une base de R3.

1 1 -1
3. (b) Par définition méme de P,ona P=| -1 0 1
1 1 0

3. (c) On calcule : u(ez) = (2,0,2) = 2e3 et uez) — 2e3 = (1,0,1) = ea.

3. (d) Dapres le cours, on sait que P~1AP est la matrice de u dans la base %’. Or, d’aprés les questions
précédentes, on a u(e;) = 0, u(ez) = 29 et u(ez) = €3 + 2e3. Par conséquent, on a

PlAP =

o O O

0
2
0

N = O



