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ATTENTION ! LA RÉDACTION MATHÉMATIQUE ET LA PRÉSENTATION DE VOTRE
COPIE SERONT PRISES EN COMPTE DANS LA NOTATION.

Exercice 1 On considère les matrices A =

−4 3 1
−5 4 2
3 −2 0

 et N =

0 1 0
0 0 1
0 0 0

.

1. Calculer A2 et vérifier que A3 = 0.
2. Soient E = {aI3 + bA+ cA2 | a, b, c ∈ R} et F = {M ∈M3(R) |MA = AM}.
(a) Montrer que E et F sont des sous-espaces vectoriels de M3(R).
(b) Calculer la dimension de E.
(c) Montrer que E ⊂ F .

3. Soit F ′ = {M ∈M3(R) |MN = NM}. C’est un sous-espace vectoriel de M3(R).
(a) Montrer que F ′ = Vect(I3, N,N

2).
(b) On admet qu’il existe P ∈ GL3(R) telle que A = PNP−1. Montrer que l’application

ϕ : F −→ F ′

M 7−→ P−1MP

est un isomorphisme de F sur F ′. En particulier, on n’oubliera pas de montrer que si M ∈ F , alors
ϕ(M) ∈ F ′.

4. Montrer que E = F .

Exercice 2

1. Soit I un intervalle quelconque inclus dans ]0,+∞[.
(a) Résoudre E− : xy′ − 2y = x sur I.
(b) Résoudre E + : xy′ + 2y = x sur I.

2. On s’intéresse maintenant à l’équation différentielle E : xy′ − 2|y| = x, que l’on va résoudre sur ]0,+∞[.
On considère donc une solution y définie sur ]0,+∞[.
(a) Montrer que y est strictement croissante.
(b) En utilisant la question 1. (a), montrer qu’on ne peut pas avoir y(x) > 0 pour tout x ∈]0,+∞[.
(c) De même, montrer qu’on ne peut pas avoir y(x) < 0 pour tout x ∈]0,+∞[.
(d) En déduire qu’il existe un unique α > 0 tel que

y(x) =


x3 − α3

3x2 si x ∈]0, α]

x(x− α)
α

si x ∈ [α,+∞[.

On admet que, réciproquement, pour tout α > 0, la fonction y ainsi définie est solution de E
sur ]0,+∞[.

3. L’équation différentielle xy′ − 2|y| = x possède-t-elle des solutions sur R ?


