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Probléme
1. (a) On remarque que 0, x 0,, = 0,, X 0, et que 0,, x 0x,,0 =0 et 0x,,0x 0, = 0. Ainsi les propriétés (i), (ii)
et (iii) sont satisfaites avec A = B = 0,, : cela montre que la matrice 0,, est pseudo-inversible et que 0} = 0,,.

1. (b) On a déja MM = MM, ce qui donne la condition (i). Ensuite, on calcule M? = ((1) 8) <(1) 8) =

(é 8 = M. Par conséquent, MMM = M?M = MM = M? = M, ce qui montre que (ii) et (iii) sont vraies

avec A = B = M. Ainsi, M est pseudo-inversible et M* = M.

1. (c) Si A est inversible, puisque AA™' = A"1A =1, ona AA ' = A"1A; AA"1A=A;et A71AA" = A~ L.
Autrement dit, les propriétés (i), (ii) et (iii) sont vraies avec B = A~!. Cela montre que A est pseudo-inversible
et que A* = A1,

Les exemples des questions (a) et (b) montrent qu’il existe des matrices qui sont & la fois pseudo-inversibles et
non inversibles : on sait d’apres le cours que 0,, n’est pas inversible et M ne ’est pas non plus car elle comporte
une ligne entiere de zéros.

1. (d) i. Faisons-le par récurrence sur k > 2.
e D’apres la propriété (ii), on a NN*N = N. Or, d’aprés (i), on a NN* = N*N, donc N*“NN = N,
c’est-a-dire N* N2 = N271, C’est la propriété cherchée, pour k = 2.
e Soit k > 2 et supposons que N*N¥ = N*=1 Alors N*N*¥*1 = N*NkN = N*~IN par hypotheése de
récurrence. On a donc bien N* N*+1 = Nk,

e Conclusion : on a N*N* = N¥=1 pour tout k > 2.

1. (d) ii. Si on avait p > 2, la formule précédente, appliquée avec k = p, donnerait N*N? = NP~ Comme
NP =0, on aurait donc NP~ = 0, ce qui est contraire & I’hypothése. Ainsi, p = 1, ce qui signifie que N = 0.
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1. (d) iii. On remarque que (} :1) = 0. La matrice <1 :}) est donc nilpotente et non nulle : d’apres la

question précédente, elle est nécessairement non pseudo-inversible.
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2. (a) Cherchons B=[d e f| telleque BD=DB, DBD =D et BDB = B. Déja, on a
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On peut donc chercher B sous la forme B= |0 e 0. Alors
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dou B= (0 1/2 0 |.Enfin,
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Tout cela montre que D est pseudo-inversible et que D* = [0 1/2 0
0 0 1/4
1 1 -1
2. (b) Avec I'algorithme de Gauss, on voit rapidement que P est inversible et que P~1 = [ -1 1 1 ].0n
1 -1 1

vérifie ensuite par le calcul que A = PDP~!.

2. (¢) On va montrer que A’ = PD*P~! est la pseudo-inverse de A= PDP~1. On a :

AA' = (PDP 1) (PD*P~ ') = PDP 'PD*P~! par associativité du produit matriciel

= PDD*P! car P7'P =1

= PD*DP~! d’apres la propriété (i) pour D et D*
= (PD*P~Y)(PDP™') comme précédemment

=A'A

Ainsi, la propriété (i) est vraie avec pour A et A'.
On fait de méme pour (ii) et (iii). Par exemple,
AAA= (PDP Y (PD*P Y (PDP™')= PDD*DP~' = PDP! = A,
ce qui montre (ii).
Ainsi, A est pseudo-inversible et A* = PD*P~1,
3. (a) D’une part, on a AB1ABy = (AB1A)By = ABy d’aprés la propriété (ii) entre A et By. D’autre part,

AB1ABy = (AB1)(ABs) = BiAB3 A d’aprés la propriété (i)
= B1(ABA)
= B1A d’apres la propriété (ii)
= AB; d’apres la propriété (i)

On a donc bien AB; = AB>.
3. (b) Multiplions 1’égalité précédente & gauche par Bj : cela donne ByAB; = B1ABs, d’ou By = B1ABsy ().

Par ailleurs, on a AB; = B1A et ABy = B A, donc, vu ’égalité obtenue en 3. (a), ByA = BsA. On multiplie
cette derniére égalité a droite par B, ce qui donne By ABy = BoABy = Ba ().

En comparant (x) et (%), on obtient bien B; = Bs.

Exercice
1. Puisque P(X) = (X —a)™Q(X), on a P'(X) = m(X —a)"'Q(X) + (X — a)™Q'(X). Par conséquent,

P _m(X -0 Q) + (X " Q(X) _ m | Q)
P (X -0 Q) X—a Q)

Puisque Q(a) # 0, la fraction Q'/Q n’a pas de pole en a. Cela montre que a est un pdle simple de P’/ P et que

le coefficient de dans sa décomposition en éléments simples est m.



2. De fagon générale, si P € C[X] est un polyndme non constant, on sait qu'on peut 1’écrire sous la forme
PX)=X2X—-a)™(X —ax)™...(X —a.)"",
ou A € C*, les a; sont des nombres complexes distincts et les m; des entiers > 1.

Vu cette forme de P, les seuls poles éventuels de P’/ P sont aq, ..., a,. Plus précisément, la question précédente

montre que chaque a; est un pole simple, et que le coefficient associé a

dans la décomposition en éléments
—a;
simples est m;. Comme, de plus, deg P’ < deg P, la partie enti¢re dans cette décomposition est nulle; elle s’écrit

donc
/ T
my;
F_;X—ai'

3. Remarquons déja que si P est constant, P/ = 0 et donc P’ ne divise pas P.

Si maintenant P est non constant et si P’ divise P, il existe R € C[X] tel que P = RP’. On a nécessairement
deg R = 1, c’est-a-dire qu’il existe u € C* et a € C tels que R = u(X — a). Alors

P Yu
P X-a

Vu la question précédente et d’apres 'unicité de la décomposition en éléments simples, on en déduit que P n’a
qu'une seule racine, qui est a. Autrement dit, il existe A € C* et m > 1 tels que P = A(X — a)™. (De plus,
W= %, mais cela n’apporte rien pour la suite.)

Réciproquement, si P = A\(X —a)™ avec A € C* et m > 1, on a P’ = mA(X —a)™"!, et P’ divise bien P.

Conclusion : les polynémes P € C[X] tels que P’ divise P sont les polynémes de la forme A(X — a)™, avec
AeC*,aeCetm>1.



