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Combinatoire, Probabilités et Statistiques

Feuille d’exercices 3 : Variables aléatoires et lois de probabilité

1 Variables aléatoires discretes

Exercice 1 Soit X une variable aléatoire réelle. Dans chacun des cas suivants, montrer que X
admet une espérance et une variance et les calculer.

1. X suit une loi de Bernoulli de parametre p ;

2. X suit une loi binomiale B(n,p) ;

3. X suit une loi géométrique G(p) ;

4. X suit une loi de Poisson P(\).

Exercice 2 On considére 'univers Q = [1,10] que 'on munit de la probabilité uniforme. On
définit une variable aléatoire X : Q — {—1,0, 1} par

—1 si w n’est ni un multiple de 2 ni un multiple de 3 ;
X(w)=4¢ 0 si w est un multiple de 2 ;
1 siw est un multiple de 3 mais n’est pas un multiple de 2.

1. Déterminer les événements {X = —1}, {X =0} et {X = 1}.
2. Déterminer la loi de X.
3. Déterminer la loi de |X|.

Exercice 3 Une urne contient initialement une boule rouge et cinq boules vertes. On y effectue
deux tirages d’une boule selon la régle suivante : apres le premier tirage on remet dans 'urne
la boule tirée et on y ajoute deux autres boules de la méme couleur. On appelle X le nombre
de boules vertes tirées. Déterminer la loi de X puis calculer son espérance et sa variance.

Exercice 4 Soit X est une variable aléatoire binomiale d’espérance 6 et de variance 2,4. Trouver
P(X =5).

Exercice 5 Dans une urne, n boules sont numérotées de 1 a n. On préleve m boules consécutivement
en remettant, entre chaque tirage, la boule tirée. On définit X comme étant le nombre maximal
inscrit sur les boules tirées.

1. Calculer P(X <1).

2. Calculer P(X < k) pour k € [1,n].

3. En déduire P(X = k) pour k € [1,n].

Exercice 6 En moyenne, chaque année, sur ’ensemble de la planete, il y a 15 séismes majeurs
(de magnitude supérieure a 7). On suppose que le nombre de séismes suit une loi de Poisson.
Calculer la probabilité que, cette année, le nombre de séisme soit inférieur a 5.

2 Variables aléatoires continues

Exercice 7 Soit X une variable aléatoire réelle. Dans chacun des cas suivants, montrer que X
admet une espérance et une variance et les calculer.

1. X suit une loi exponentielle de parametre A ;

2. X suit une loi normale N'(m, 02).



Exercice 8 Soit X une variable aléatoire de densité
[TR=R, e algq(z) + (2 —2)1gg(®).

1. Calculer la fonction de répartition F' de X.
2. Calculer les probabilités suivantes : P(X < 1/2), P(X > 3/2) et P(1/4 < X < 5/4).
3. Calculer E(X) et V(X).

Exercice 9 A partir de 7h du matin, les bus passent toutes les quinze minutes & un arrét précis.
Un usager se présente a cet arrét entre 7h et 7Th30. On fait 'hypothese que I’heure exacte de son
arrivée, représentée par le nombre de minutes apres 7h, est une variable aléatoire uniformément
répartie sur l'intervalle [0,30]. Quelle est la probabilité que l'usager attende moins de cing
minutes le prochain bus ? Qu’il attende plus de dix minutes ?

Exercice 10 Soit X une variable aléatoire réelle suivant une loi exponentielle £(\). Soit a et b
deux réels tels que a > b > 0. Montrer que

P(X >a|X >b)=P(X >a—1b),

on dit que X est sans mémoire. Application : la durée de vie des atomes de radon suit une loi
exponentielle. La probabilité qu’un atome de radon ne soit pas désintégré en 40s sachant qu’il
ne lest pas en 12s vaut /2 /2. Quelle est la probabilité qu’il ne soit pas désintégré avant 76s
sachant qu’il ne l’est pas en 20s 7

Exercice 11 La largeur (en cm) d’une encoche dans une piece fabriquée en aluminium est dis-
tribuée selon une loi normale de parametres ;4 = 2 et ¢ = 0,012. Les limites de tolérance sont
données comme étant 2,000 £ 0.0012. Quel sera le pourcentage de pieces défectueuses?

Exercice 12 Dans une usine d’emballage, un automate remplit des paquets de café de 250g.
Néanmoins I’automate n’est pas toujours tres précis. Il verse donc une quantité de café variable,
régie par une loi normale d’écart-type 3 et dont il est possible de régler la quantité moyenne de
café versé. Quelle doit étre la moyenne théorique choisie pour que 90% des clients achetent bien
au moins 250g de café?

3 Inégalités de Markov, Bienaymé-Tchebychev et Cantelli
On suppose dans cette partie que variables aléatoires sont discretes ou absolument continues.

Exercice 13 (Inégalité de Markov) Soit X une variable aléatoire réelle positive ou nulle admet-
tant une espérance. Montrer que

E[X]

Va>0, P(X >a)<
a

Exercice 14 (Inégalité de Bienaymé-Tchebychev) Soit X une variable aléatoire réelle qui ad-
met une espérance m et une variance o2. L’objectif de cet exercice est de montrer 'inégalité de

Bienaymé-Tchebychev :

0_2

Va > 0, P(|X—m[2a)§¥.
1. Soit ¢ une fonction croissante et positive sur R et Y une variable aléatoire réelle telle
que ¢(Y) admet une espérance. Déduire de 1’exercice précédent que, pour tout réel b vérifiant

©(b) #0, on a

2. En déduire I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev.



Exercice 15 (Inégalité unilatérale de Cantelli) Soit X une variable aléatoire réelle admettant
une espérance et une variance o2 finies. L’objectif de cet exercice est de montrer que

0.2

Va>0, PX-EX)>a) <——.
a (X-E(X)2a) < "
1. Justifier que pour tout b > 0, on a P(X >a) < P(X +b)? > (a +b)?).
2. Se ramener au cas ot E(X) = 0 et o > 0, puis utiliser I'inégalité de Markov et la question
précédente pour démontrer 'inégalité de Cantelli.

Exercice 16 Le nombre annuel de jours d’orage en France est une variable aléatoire X de
moyenne E(X) = 250.

1. Donner une borne supérieure a la probabilité que cette année il y ait un orage en France
tous les jours.

2. Méme question en supposant de plus que X est d’écart-type égal a 30.

Exercice 17 Soit X une variable aléatoire qui suit une loi normale centrée réduite.
1. Montrer que, pour tout z > 0, P(|X| > z) < 9%2
2. En déduire que, pour tout x > 0,

/ e t2dt > \ﬁ <1 - 12> .
0 2 x

4 Couples de variables aléatoires

Exercice 18 On considere (X,Y) un couple de variables aléatoires discretes a valeurs dans
{1,2,3} x {1,2,3,4} dont la loi conjointe est donnée par le tableau suivant :

Yo 2 3 4
1 4/50 2/50 8/50 6/50
2 2/50 1/50 4/50 3/50
3 4/50 2/50 8/50 6/50

X

1. Détemriner les lois marginales de X et Y.
2. X et Y sont-elles indépendantes?

3. Déterminer la loi de Z = min(X,Y).

4. Calculer P(X =Y).

Exercice 19 On dispose de 5 boites numérotées de 1 & 5. La boite k contient k boules numérotées
de 1 & k. On choisit au hasard de fagon équiprobable une boite, puis une boule dans cette boite.
On note X le numéro de la boite et Y le numéro de la boule.

1. Déterminer la loi conjointe du couple (X,Y).

2. En déduire la loi de Y.

3. Calculer I'espérance de Y.



