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Combinatoire, Probabilités et Statistiques - L3 de mathématiques pour l’enseignement Durée : 1 heure

Controle continu 2

Le candidat attachera la plus grande importance a la clarté, a la précision et d la concision de la rédaction.
Si un candidat est amené a repérer ce qui peut lui sembler étre une erreur d’énoncé, il le signalera sur sa copie et
devra poursuivre sa composition en expliquant les raisons des initiatives qu’il a été amené a prendre.

Dans toutes les questions, il sera tenu le plus grand compte de la rigueur de la rédaction ; toute réponse insuf-
fisamment justifiée sera considérée comme nulle.

Tous les exercices sont indépendants.

Exercice 1 (3 points, question de cours). Donnez la définition des différents types de convergences de suites de
variables aléatoires que vous connaissez : convergences en probabilité, presque stlire, en moyenne et en loi. Il y a
des relations d’implications entre certaines de ces convergences : décrivez ces implications sous forme d’un schéma

succint.

Exercice 2 (5 points). Un fournisseur d’acces a Internet met en place un point local d’acces, qui dessert 5000
abonnés. A un instant donné, chaque abonné a une probabilité égale & 20% d’étre connecté. Les comportements

des abonnés sont supposés indépendants les uns des autres.

1. On note X la variable aléatoire égale au nombre d’abonnés connectés a un instant t. Quelle est la loi de X ?

Quelle est son espérance, son écart-type 7

2. Le fournisseur d’acces souhaite savoir combien de connexions simultanées le point d’accés doit pouvoir
gérer pour que sa probabilité d’étre saturé a4 un instant donné soit inférieure & 2,5%. En utilisant une
approximation par la loi normale centrée réduite, que ’on justifiera, proposer une valeur approchée de ce

nombre de connexions.

Exercice 3 (6 points). Pour tout k& € N*, Uy, est une variable aléatoire de loi uniforme sur [0, 1], et on suppose

les Uj, indépendantes. On note de plus, pour tout n € N,

M, = max Up et X, =n(l-M,)

1<k<n
1. Quelle est la fonction de répartition de U,, 7 En donner son graphe.
2. Soit n dans N*. Donner la fonction de répartition de M,,, puis celle de X,.

3. Montrer que a suite (X,,), .y converge en loi vers une variable aléatoire réelle de loi exponentielle.

Exercice 4 (12 points). Une compagnie de location de voitures a fait des statistiques sur ses clients réguliers.

Elle a constaté les faits suivants :
— Si un client a eu une contravention ’année passée, il y a 20% de chance qu’il en ait une cette année;

— Si au contraire il n’a eu aucune contravention I’année passée, il y a seulement 10% de chance qu’il ait une

contravention cette année.



On suppose qu’un client a au plus une contravention par an, et pour un client on note X,, = 1 g’il a eu une

contravention 'année n, et X,, = 0 sinon. On choisit de modéliser (Xn)n20 par une chaine de Markov homogene.
1. Rapeller la condition d’homogénéité de la chaine de Markov (X")nZO’ donner sa matrice de transition et
tracer le graphe associé.
2. Quelle est la probabilité que le client ait une contravention en 2022, sachant qu’il n’en a pas eu en 2020 ?
3. Justifier 'existence puis calculer la loi stationnaire de cette chaine de Markov.
4. Calculez I’espérence du nombre de contraventions d’un client en situation stationaire, ¢’est a dire lim,, —, oo E(X},).

5. La suite Y,, = (X,,, Xy,1+1) définit aussi une chaine de Markov (d’espace d’états {(0,0), (0,1), (1,0), (1,1)}),

tracer son graphe et donner sa matrice de transition.
6. Montrez que la chaine de Markov (Y;,),, converge. Calculez sa probabilité stationnaire.

7. Notons P€ la prime de location que la compagnie fait payer a ses clients qui n’ont pas eu de contravention
ces deux dernieres années. Ceux qui ont eu une contravention durant ces deux derniéres années payent 2P€,
et ceux qui en ont eu deux payent 3P€. En situation stationaire, calculer la prime de location moyenne en

fonction de P.

8. Chaque contravention cotite 100€ a la compagnie de location de voitures. En situation stationnaire, évaluer
le cotit moyen sur deux ans des contraventions pour la compagnie, en déduire la valeur de P minimale pour

que la prime de location moyenne rembourse ce colit moyen.



