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Exercice 1. Projection orthogonale

On considére R* muni du produit scalaire usuel noté {-,-). Soit {a1,as, a3} une famille de trois vecteurs de
R* et A la matrice de Myys dont les colonnes sont données par les vecteurs ai, as, as exprimés dans la base
canonique. On designe par V le sous-espace de R? engendré par ces vecteurs ay, ag, as. En particulier, on peut
penser a un vecteur quelconque v de V' comme une combinaison linéaire de a1, as, ag :

[ zy $1
v €V & il Awy, xo,23) € R?, tel que v = z1a; + 2oas + T3as = ( a; as as o | =A| 22
| \ | T3 T3

On remarque que A € My, 3 une matrice avec quatre lignes et trois colonnes de rang r < 3.

1. Montrer que ‘A A € Mayz et AP A € My, sont symétriques semidéfinie positives (une matrice réelle
symétrique H est dite semidéfinie positive si la forme bilinéaire symétrique associée : f(z,y) = (z, Hy)
est positive).

2. Montrer que ‘A - A € Mzyz et A-'A e Myyy sont de rang r.

Pour le reste de I'exercice on suppose que r = 3.

3. On considére les matrices
PP=A-(fA- A" A et Bb=I,—P,.

Iy € My - matrice idéntité. Montrer que P et Py sont symétriques et idempontentes (on dit quune
matrice C' est idempotente si C% = C).

4. Soit b € R Déterminer la formule pour b, la projection orthogonale de b sur V, en écrivant que b € V et
b — b est orthogonal & tout vecteur de V.

5. En déduire une expression de d% (b) := min{|[b — v||; v € V} et d% . (b) := min{|[b — w|; w € V1} en
fonction de A et de b.
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Exercice 2. Matrices orthogonales

Soit B* muni du produit scalaire usuel noté {-,-) . On considére Sy, le groupe de toutes les permutations de
quatre éléments. Pour toute permutation o € Sy; o 1 i+ a(i) Vi € {1,2,3,4} on designe par M, la matrice de
M4(R) définie par :

I Lea(1)
o ) T2 - Lo (2)

V(z1, 22,25, 24) € RY, M, =
(@1, 22,23, 74) i T3 T(3)
T4 To(4)

1. Rappeler la définition du groupe. Définir en explicitant le calcul le nombre d’éléments du groupe S4.
2. Montrer que la matrice M, est orthogonale.

3. Soit M, la matrice inverse de M,. Exprimer « en fonction de ¢. Mentinner pourquoi on peut toujours
trouver un tel a € S4.

4. Montrer qu’il existe une valeur propre réelle commune a toutes les matrices M,,o0 € S4. Trouver un
vecteur propre commun a toutes les matrices M,,0 € S,.

5. On designe par f, 'endomorphisme de R* dont la matrice dans la base canonique est M,. Montrer qu'il
existe un hyperplan de R* stable (=invariant) par tous les f,, o € Sy.

6. Expliciter la matrice M,, oti (1) = 2,1(2) = 3,1(3) = 1,n(4) = 4.
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