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Devoir 4 bis

1l est rappelé que la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements entreront pour une
part importante dans l’appréciation des copies. Les réponses aux exercices doivent donc étre clairement
rédigées. Le détail des calculs doit apparaitre sur la copie. La présentation doit étre la plus soignée pos-
sible. Enfin, si vous pensez avoir repéré une erreur d’énoncé, signalez-le sur la copie et poursuivez votre
composition en expliquant les raisons des initiatives que vous avez €té amené a prendre.

1 Intégration

On pose, pour n > 1, u, = > 4, + et v, = u, — In(n + 1).

1.

. Démontrer que, pour tout n > 0, —— < fnﬂ dt < L

Dresser sur |0, 6] le graphe de la fonction inverse x +— % et interpréter graphiquement us et vs.
Solution :
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us est aire des rectangles verts, vs est 'aire verte au-dessus du graphe de la fonction inverse. On
voit tout de suite que, comme la fonction inverse est décroissante, la suite (v,,) est croissante.

? n+l n t n

Solution :

La fonction inverse est décroissante sur [n,n + 1] et Vt € [n,n + 1], %H < 1 <1 qui s'intégre sur
[n,n + 1] dans la relation demandée.

En déduire que pour 2 < n entier, up41 — 1 <In(n+ 1) < uy,.

Solution :

En sommant les inégalités de 1 & n et en utilisant la relation de Chasles, on obtient
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soit U1 — 1 < In(n+1) < uy.

En déduire que la suite (vy,) est bornée par 0 et 1.

Solution :

L’inégalité de gauche donne u, —In(n +1) < 1 — n%H < 1 et l'inégalité de droite donne 0 <
up, —In(n +1).

1
Montrer que, pour n > 1, v, —v,_1 = % — f;” %.
Solution :

Uy —Vp-1 =+ — (In(n+1)—Inn) =L — f:“ &

En déduire que la suite (v,)nen converge en croissant vers une limite qu’on ne cherchera pas a
calculer.

Solution :

De la deuxiéme question, on tire, pour n > 0, fn
et 1. Donc elle converge.

+1 . .
" % < % donc (vg) est croissante, bornée par 0



2 Equations différentielles

Soit I’équation différentielle réelle (E) (x* — 1)y’ + 4y = 1.

1. Sur quels intervalles peut-on affirmer que (F) admet une solution unique pour une condition initiale
f(zo) = yo donnée?
Solution :
La forme habituelle de I’équation différentielle est 3’ + ﬁy = ﬁ et les fonctions impliquées
sont a priori définies sur | — oo, —1[, ] — 1, 1] et |1, 4+o0].

2. Déterminer un développement limité a 'ordre 2 de la solution de (E) qui passe par l'origine.
Solution :

= (0) = 0, définie
de maniére unique sur |—1, 1[, alors — f"(0)+4f(0 ) = 1 donc f(0 ) = —1. La dérivée f’ est dérivable
et en dérivant les expressions présentes dans (E), on obtient (z* — 1)f”(z) + 4(z® + 1)f'(z) = 0
donc f”(0) = —4. Donc f(z) = —x — 22° + o(x?).

3. Chercher une solution particuliére sous la forme d’un polyndéme dont on déterminera tout d’abord
le degré.
Solution :
Si un polynome est solution, le degré de (z* — 1)y’ +4y — 1l est 44 (d — 1) si d > 0. Donc d = 0
et la solution est la constante %.

4. Décomposer en éléments simples la fraction rationnelle ﬁ.

Solution :
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5. En déduire ’ensemble des solutions de (E) et leur prolongement maximal par continuité.
Solution :

(E) est équivalent a y—/ ==t 2+1 donc In|y| =1In|z + 1| — In |z — 1| + 2 arctan(x) + K,
K € R et les solutlons sont de la forme 1 7+ )\“'1 2arctan(z) o priori sur les trois intervalles
] —o0,—1[, ] = 1,1] et ]1,4o0[. Il est clair qu’au pomt r = —1 on peut facilement prolonger la

fonction sur | — oo, 1[. La solution constante peut-étre prolongée sur R tout entier mais pour toutes
les autres, x = 1 est un point ou la fonction ne peut pas étre définie.

6. Déterminer la solution maximale de (E) qui passe par l'origine.
Solution :
Soit f la solution telle que f(0) = 0, comme f(z) = i + )\i—ﬂeQ arctan(z) pour un certain A € R,

on obtient A = —%. Donc f(z) = % (1 — Ztle 2“0““(33))

3 Algébre linéaire

Définissons pour k € N, deux suites (e¥),en et (w¥),en, dans l'espace vectoriel RY, par e],z =1,
ek =8k =0 pour n #k, wl =1 et wk = n* pour k > 0.
. A:RN RN
Soit (

définie par ses éléments A((un)neN) = Upy1 — Ug pour

Un)neN + (A((un)nGN)k)keN k
k e N.
1 0 0 O
- o1t L , .
1. Echelonner la matrice 1 2 4 8| En déduire qu’elle est de rang maximal.
1 3 9 27
Solution :
1 0 0 O 1 0 0 O 1 0 0 O
1 1 1 1 01 1 1 01 1 1
124 81~1o 0 2 6 00 1 3 elle est donc de rang 4.
1 3 9 27 0 0 6 24 0 0 0 6
2. Montrer que B = (w* /0 < k < 3) est une famille libre (on pourra exprimer w* dans la famille
libre By = (e¥/0 < k < 3)).

Solution :



Les coordonnées des w/ dans la famille libre des e’ forment précisément la matrice de la questionl
qui est de rang 4.

. Calculer les 4 premiéres valeurs des suites A(wk) pour 0 < k < 3 et synthétiser ces données dans
un tableau.

Solution :

Pour n € N, A(w?),, = 0, A(w!),, =n+1—n =1 donc la suite constante 1. De méme,

n|0l1| 2] 3
wl [1]1]1]1
Aw®), [0]o] 0] 0
wl[0[1] 2] 3
Alwh, [T]1] 1] 1]
w2 [0[1]4]9
Aw?), [1]3] 57
ws [0 1] 8 [27
Aw?), [1]7]19]37

. Soit E = Vect(B), montrer que A|g € L(E) et montrer que sa matrice dans la base B est

MatB(A) =

o O OO
O O O
S O N
O W w

Solution :
Soient u,v € RN, X € R, pour tout k € N, A((un + )\vn)neN)k = (kg1 + Mgg1) — (ug + Avg) =
A(u), +AA(v),. Donc A est linéaire. Pour tout k,n € N, A(w"), = (n+1)¥ —n* = if:_(} (I;)ne
donc A(w*) = ];:_é (’;)we cEsiwtekE.
. Compléter les “suites logiques” suivantes :
@[2]2]2]2]7]
Solution :
u, = 2 donc uy = 2.
(b) [1[4]7]10] 7]
Solution :
U, = 1+ 3n donc uy = 13.
(c)[2]5]10]17] 7]
Solution :
Up, = 24+ 2n 4+ n? donc uy = 26. Mais il n’est pas nécessaire d’obtenir le polynéme, on I’obtient
par différence, qui est d’ordre 1.
(d)[1]0]9]40] 7]
Solution :
Up = 1 —2n —n? + 2n2 donc uy = 105.




