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Corrigé Fiche 4

Exercice 1. On considére l'espace vectoriel R* muni du produit scalaire usuel et I'application linéaire f :
R? — RB? dont la matrice dans la base canonique By est la suivante

1 /3 3
=50 3)

1. On considére le produit 'T'T. Que peut-on dire a priori sur les valeurs propres et les espaces propres de
trr?

2. Déterminer une base orthonormée de R? formée de vecteurs propres de "T'T. On désigne cette base par B
et par P la matrice de passage de By a B. Calculer P!, Diagonaliser 'T7"

3. Trouver alors S - la matrice symétrique définie positive, telle que §% = 'TT.

4. Quelle est la matrice de reflexion R telle que RS = T ? Pourquoi c¢’est une reflexion 7

Corrigé :
1. La matrice *T'T est symétrique, car
t(tTT) =t =TT .

Elle est donc diagonalisable et ses valeurs propres sont tous réelles. Il est possible de trouver
une base orthonormée (e1,ez2) de vecteurs propres.
En fait, les valeurs propres ne sont pas seulement réelles mais méme positives, car pour
7=12

Aj = (e Aje5) = (ej, f* fe)(fej, fes) = [ fe;||* > 0.
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Pour une matrice 2 x 2, on sait que le produit de leur valeurs propres est le déterminant de
la matrice et que la somme des valeurs propres est la trace. Donc ici A Ay =25 —16 =9 et
A1 + A2 = 10. On se convainc que la solution est Ay =1 et Ao = 9.

2. On calcul

Pour trouver les vecteurs propres, pose

5 4\ \ 1 0y (4 4
45 Yl o1) T4 o4)
Le noyau de cette matrice est engendré par le vecteur

(1
€] .= ﬁ _1 /)

On peut refaire le méme calcul avec la valeur Ao = 9 ou simplement utiliser que ey doit étre

1 . . . .
_1> , qui une fois normalisé devient

orthogonale & e; donc es :=

La base B est alors



et la matrice de passage est

()

La méthode la plus simple pour inverser P est que sachant que P est orthonormale, on a
P! =tP, cest-a-dire,
1 /1 -1
-1 _
507
On vérifie avec P et P~ que
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3. La matrice S que nous cherchons est obtenu en utilisant la relation ‘77T = P ((1) 8) P

11 suffit de remplacer la matrice diagonale par sa “racine” :

S:zP(? \%)Pl:P(é g>P1

car S = P\/DP~'Py/DP~! = P\/D/DP~' = PDP~! = *TT. On obtient pour S la
matrice

gL (1 T\ 0y 1 —1\_1 /1 1yl -1\ _1 /4 2y (21
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On remarque que S est symétrique. Ce qui n’est pas un hasard parce que S est le produit
de trois matrices dont la matrice diagonale est clairement symétrique et P~! = tP.

4. Tl faut résoudre ’équation RS = T', on obtient donc
1 /3 3\/2 1\' 1 /3 3\1/2 -1
_ -1 _ = — _
nerst= 5 (0 0)(0e) ()5 ()
1 <3 3>1<1 1>
32 \3 -3) /U —1)°
Onvérifie 'RR="(TS™ 1) TS~ ={(S~)!'TTS™! =*4(S71)55S~1 =*(S~1)S. En utilisant

la, symétrie de S on obtient que ‘R R = I et on déduit que R est une isométrie de 1’espace
euclidien. Le déterminant de R est négative, donc plus précisément R est une réflexion.

Exercice 2. Donner la décomposition polaire des matrices suivantes

1 2 1

0 =2
A:( j )etB: o 1
V3 -1 1 -1 -2



Corrigé :

Multiplie *AA pour obtenir une matrice symétrique et donc diagonalisable :

caa (0 VB[00 =2\ /(4 2
Ad= (-2 —1) <\/§ -1) \2 4
Comme dans le premier exercice, on utilise A\ + Ay = trace A = 8 et A1 - Ay = det A = 12. La

solution est A\; = 2, Ay = 6.
On obtient un premier vecteur propre, avec

42\ (1 0y _(2 2
2 4 0 1) \2 2
, 1 . R ..
Le noyaux est engendré par _ ) Qui aprés normalisation est

-5 ()

Le deuxiéme vecteur propre doit étre orthogonale & e;, donc

()

La matrice de passage de la base standard a celle donnée par (e1,es) est

()

1 /1 -1
1. -+
re (0 3)
(car P est orthogonale).
La matrice S tq S? = *AA est obtenue par

246  —V2+6
S:Pﬁ 0\ pi_ f—gxf xf2+f .

0 6 ,\/5;\/5 ﬁ;\/é
On obtient la matrice R avec la relation (comparer avec I’exercice 1)

. 3\/56—\/6 —3\/2—\/6
R=AS"=1,4v6 -
6 3

qui a pour inverse

Remarque : Pour les calculs on utilise le site https ://matrizcalc.org/fr/

On va maintenant traiter la matrice B en utilisant la méme stratégie.

On obtient
6 5 5
‘BB=(5 6 5
5 5 6
On voit qu’une des valeurs propres est A\; = 1, et que 1’espace propre associé est engendré par
-1 0
les deux vecteurs | O | et | —1 |. Si on applique Gram-Schmidt, on trouve la base orthonormée
1 1
-1 1
€] = 0 , €0 1= -2



On obtient I’autre valeur propre avec trace(* B B) = 18 = 141+ )z, donc Ay = 16 et le vecteur

propre correspondant est

et la matrice de passage cherchée est

1
P=—1| 0 -2 V2
i\ 1 vz
La matrice S est
1 2 1 1
S=P. 1 P1l=(1 21
4 1 1 2
La matrice R est obtenue par
R=BS'.
Pour S~ on trouve
1 3 -1 -1
S—1=Z -1 3 -1,
-1 -1 3
donc
1 1 2 1 3 -1 -1 0 1 0
RzBS—lzZ -2 -1 -1 -1 3 —-1]=|-10 0
-1 -1 =2 -1 -1 3 0 0 -1

Exercice 3. Soit A une matrice symétrique réelle. On suppose qu'il existe nn entier k > 2 tel que A* = I (ol
I désigne la matrice identité).

1. Montrer que A% = I puis que A est orthogonale.

2. Que peut-on dire d'un endomorphisme d'un espace euclidien dont la matrice est A dans une base ortho-

normée 7

Corrigé :

(1) Comme A est symétrique réelle, elle peut étre diagonalisé sur R. Ce qui veut dire que I'on

trouve une matrice P inversible tq
A1
P'AP =
An
avec Ai,...,\, € R.
On a A* = I, alors (P~'AP)* = P71A*P = P~1IP = I, donc

A1 MOV 1

3

An A 1

Celui implique que A\¥ = --- = \¥ = 1, mais les seuls nombres réelles dont une puissance donne 1

sont 1 et —1. Dans ces deux cas, c’est aussi vrai que )\? =1, donc A2 = 1.

(2) Soit u ’endomorphisme dont la matrice est A. D & la symétrie de A, on sait que u est par

rapport au produit scalaire standard auto-adjoint.



Donc (u(v),u(w)) = (u*u(v),w) = (u?(v),w) quelque soient les vecteurs v, w. En utilisant
u? = Id, on voit que (u(v),u(w)) = (v,w), ce qui implique que u est une isométrie et en fait, une
involution isométrique.

Exercice 4. Soit u un endomorphisme d'un B-espace vectoriel de dimension finie. Montrer que u est diago-
nalisable si et seulement si il existe une base de E dans laquelle la matrice de u est symétrique.

Corrigé :

Pour pouvoir travailler avec le Théoréme spectral, on aurait besoin d’un produit scalaire. On
remarque que nous pouvons associer a n’importe quelle base ey, . . ., e, de E un produit scalaire (-, -)
définie par
_JO sii#g
o) =11 gizj
Cest-a-dire, (aje; + -+ + apep,bre; + - + bpen) = Z;.lzl ajb; et en particulier, on voit que la
base eq,...,e, est orthonormée par rapport a ce produit.

“«<” : Soit maintenant ey, ..., e, la base de F dans laquelle la matrice de u est symétrique.

Le Théoreme spectral garantie qu'un endomorphisme auto-adjoint par rapport & un produit
scalaire est toujours diagonalisable.

Ici, & priori aucun produit scalaire n’est donné, et on va utiliser le produit associé a la base
e1,...,en. Celle-ci est orthogonale par rapport & ce produit, ce qui implique que u est un endo-
morphisme auto-adjoint (par rapport au méme produit) et donc diagonalisable.

“=": Suppose que u est diagonalisable.

Alors il existe une base e, ..., e, de E et une collection de réels Aq,..., A, tq u(e;) = Aje;.
Soit (-,-) le produit scalaire sur F définie comme avant qui rend la base ey, ..., e, orthonormée.
Choisie deux vecteurs v = ajeq + - -+ + ane, et w = bie; + - - - + bye, quelconques, alors

(v, u(w)) = {are1 + -+ - + anen,ulbre; + -+ + bpey))
= (a1er + -+ anen, Aibrer + - 4+ Apbpey)
= Aaiby + -+ Apanb, = (Marer + - + Apanen, bieg + -+ bpey)

= (u(arer + -+ aneyn),w) = (u(v),w) .

Ca démontre que u est auto-adjoint par rapport & ce produit et & nouveau comme expliqué dans le
cours, on sait qu’un endomorphisme est auto-adjoint si la matrice associée & une base orthonormée
est symétrique.

Exercice 5. Soit A = (n,-:_‘,-),-:jc[[lg.ﬂl e M, (E) symétrique. On note Ay,.... A, les valeurs propres de A

T

énumeérées avec multiplicité. Montrer 'identité E )\f = E af__j.

i=1 1<ij<n

Corrigé :

La trace d’une matrice A est la somme de tous ses coefficients sur la diagonale et en particulier
on sait que la trace est invariant sous conjugaison avec une matrice inversible, c’est-a-dire,

trace(A) = trace(P~ ' AP)

pour toute matrice inversible P € M, (R).



Dans le cas considéré ici, comme A est diagonalisable, on trouve une matrice P inversible tq

A =P 1DP avec
A1

D:

ol A1,..., \, € R. Alors
trace A% = trace (P_lDPP_lDP) = trace(P_lDQP) = trace D* = Z P
i=1

c’est qui correspond & un coté de 'idéntité que nous voulons prouver.

Sila matrice A a des coefficients (aij) _, on trouve que le carré A? a des coefficients (Z;—;l aijajk)

,J

et la trace de A? est

n n
2 Z Z Z
trace A* = ( aijaji) = Ai5Qj; -
i=1 j=1 1<i,j<n
Comme A symétrique, a;; = aj; pour tout %,j € {1,...,n}, et par conséquent Qi5Q5; =

finalisant la preuve.

Exercice 6. Soit u un endomorphisme d'un espace euclidien E.

. Montrer qu'il existe une base orthonormée 5 = (e1,...,e,) qui diagonalise u* o wu.
. Montrer que la famille (u(e),...,u(e,)) est orthogonale.

. On suppose dans cette question que u est bijectif. Montrer que la famille (u(e1), ..., u(e,)) est une base

orthogonale de £ puis déterminer une base orthonormée de E.

. Soit M € M, () une matrice inversible. Montrer 4 l'aide de la question précédente qu'il existe deux

matrices U et V' orthogonales telles que UMV est diagonale.

Indication : on pensera d utiliser la formule de changement de bases (pour des bases différentes au départ

ainsi qu’a Uarrivée).

. Soit M € M, (R) non inversible.

(a) On note u lendomorphisme de R" dont M est la matrice dans la base canonique. La famille trouvée

a la question 2 est-elle une base?

(b) Construire & I'aide de cette famille une base orthonormée de R" adaptée i la décomposition B =

Im(u) & (Im(u))™".
{¢) Montrer que le résultat de la question 4 est encore vrai.

Corrigé :

1. D’abord rappelons nous que u*: E — E est ’endomorphisme qui est définie par

(u”(v), w) = (v, u(w))

pour tout v,w € E. Cette définition implique (en croyant qu’elle a un sens) que u* o u est

auto-adjoint :

<(u* o u)(v)7w> = <u* (u(v)),w> = <u(v),u(w)> = <u(w),u(v)>
= (u* (u(w)),v) = ((u* o u)(w),v) = (v, (u* o u)(w)) .

Le théoréme spectral nous dit qu'un endomorphisme auto-adjoint peut étre diagonalisé par

rapport 4 une base orthonormée.

2
R

ik



2. Soit B une base orthonormée de vecteurs propres de u* o u. Pour chaque e; € B il existe un
Aj € Rtq (u*ou)(ej) = Ajej. Avec ca on vérifie

<u(ei),u(ej)> = <u* (u(ei)),ej> = <u* (u(ei)),ej>

)\,‘ si g Zj
= (e, €e5) = Aj(€,ej) = 0
(Aieire;) (eire;) {0 §i i % j
Ce qui montre que (u(ey),...,u(ey,)) est bien une famille orthogonale.

3. Tous les valeurs propres de u* o u sont tous des réels positives, car si v € E est le vecteur
propre pour un A et ||v]| = 1, alors

A= Aul? = A, v) = (Av,v) = ((u" 0 u)(v),v) = (u(v), u(v)) = [lu(v)|* > 0.

Si u est injectif, clairement aucun de valeurs propres A; ne peut pas étre 0 car sinon e;
serait un vecteur dans kerw C keru* o u.

On obtient que (u(e1),...,u(e,)) est une base car si un des u(e;) pourrait s’écrire comme
combinaison linéaire des vecteurs restant, on aurait

u(e;) =aruler) +---+ajrulej—1) +  ajyrulejpr)+--+anule,),

mais le produit scalaire de cette équation avec u(e;), donne ||u(e;)||> # 0 a gauche et a
cause de l'orthogonalité toujours 0 & droite, ce qui est une contradiction.

Comme tous les \; sont strictement positifs, on peut poser

1 1
/ /
el = ——u(ey),...,e = ——uf(e
1 /7\1 ( 1) n /7)\71 ( n)
et on vérifie facilement comme en partie (2), que €], ..., !, est une base orthonormée de F.

4. Par la partie (1) on sait que ‘MM peut étre diagonalisée par une base orthonormée
(€1,...,€en). Soit P la matrice de passage correspondante. Alors (P~1)!MMP = D est
diagonal et comme P~! = !P (car P est orthogonale), on peut réécrire D = {P'MMP =
t(MP)MP.

Si on pose V := P et U := D' {(MP) et on multiplie I’équation précedente avec la matrice

D = ..

Vowas

on obtient que D’ {(MP)MP = UMYV est une matrice diagonale.

La matrice V est orthogonale par définition, et on vérifie pour U en utilisant PDP~! =
MM que

(MP'D") (D' "(MP)) =MPD " 'P'M =MPD'P' "M =MPDP ') 'M
= MMM ™V iM = MMMV IM =T .

Alors U est aussi orthogonale et on a finie la preuve de partie (4).

5. A partir de maintenant M n’est pas inversible.
(a) Si M n’est pas inversible, u n’est pas bijectif et en particulier, ker(u) # {0}. Celui montre
que 0 est valeur propre de u* o u. Il y a donc au moins un vecteur e; avec u* o u(e;) = 0.
Avec le méme calcul qu'en partie (2), on trouve pour ce e; que 0 = (u* o u(e;),e;) =
(u(e;),u(e;)) = [lu(e;)||>. On obtient donc que e; € keru et (u(e1),...,u(e,)) ne peut pas
étre une base de E.



(b) Réordonne la base (el, ceey en) pour que les premiers k vecteurs ne soient pas dans le
noyau de u et que les n — k restant s’annulent tous quand on y applique ’endomorphisme u.
Considére ’espace engendré par 'image des premiers k vecteurs u(ey), . . ., u(ex ). Clairement
span(u(er), ..., u(ey)) est un sous-espace de Im(u), mais en fait les deux sous-espaces sont
identiques car si w € Im(u), alors il existe un v = aje; + -+ + ane, € R™ avec w = u(v) et
on voit que

w = u(a161 4+ anen) =ajuler) + - +apule,) =aiuler) + -+ + ax uex)

appartient & span(u(e1), ..., u(ey)).
Oun choisie pour notre base (f1,..., f,) pour tout j € 1,...,k les vecteurs
1
fi=—==ule;
J \/x ( J)
et pour les restant n—k vecteurs une base orthonormée de (span(fl, ce, fk))l = (Im(u))l
La base (f1,..., fn) a donc toutes les propriétés souhaitées. Remarque en particulier que

Aj >0 et que A\; = 0 si et seulement si u(e;) = 0.

(c) Comme en partie (4), on a (P~1)!MMP = D (indépendement si M est inversible ou
non) ou P est la matrice de passage qui correspond a la base (ey,...,e,). La matrice D a
les valeurs Ay, ..., Ak, 0,...,0 sur la diagonale et 0 sur le reste. Pour finir ’argument comme
en partie (4), il faudrait former la matrice D’, mais ¢a demanderait ici de diviser par 0.

Soit I3A1a matrice de passage de la base standard & la base f1,..., f,. On définie V := P et
U = tP. D’abord il est clair par construction que les deux matrices sont orthogonales et il
ne reste & montre que UMV est diagonale.

Considére un vecteur v; € R" de la forme t(O, ...,0,1,0,... 7O) ou le 1 se trouve en j-iéme
position. L’image de Pv; est e;, on calcul donc UMVv; = UMPv; = UMe;.

Si j > k, le vecteur e; est dans le noyau de M et UMVwv; = 0-v;. Si j < k, le vecteur
UMVv; = UMe; = /N Uf; = /A 'Pfy = /A Siiylfo fiyvi = /N5 i fid oy =
VA

Dans les deux cas, le vecteur v; est envoyé sur un multiple de v;. Ce qui implique que la
matrice UMV est bien diagonale.



