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Feuille n° 3 : Développements limités, équivalents, formules de Taylor

Exercice 1 Ecrire la formule de Taylor-Young a I'ordre 4 pour les fonctions suivantes :
1. x — €” au voisinage de 0.

2. x — Inz au voisinage de 1. En déduire lim_,0,n20 mu;:#

3. x+— 1+ 2+ 2% + 23 au voisinage de 2.

4

. £ +— /1 — 22 au voisinage de 0.

Exercice 2 On considere les fonctions f, g et h définies sur R par : pour tout x € R,
fx)=a'+2° —x, g(z) = 2" + 22" +2® + 1, h(z) = (x — 1)°.

Déterminer le développement limité a l'ordre 3 en 0 de chacune de ces fonctions.
Déterminer le développement limité a 'ordre 5 en 0 de f.

Calculer le développement limité a U'ordre 3 en 1 de f et de h.

Calculer le développement limité & 'ordre 3 en 0 de f + g.

Calculer le développement limité a l'ordre 3 en 0 de fg.
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1
Calculer le développement limité a ’ordre 3 en 0 de —.
g

Exercice 3 Soit f et g deux fonctions a valeurs réelles définies au voisinage de 0, et
quatre fois dérivables au voisinage de 0 dont les développements limités en 0 a 'ordre

4 sont donnés par

f(z) =1+ 22 + 32 4 42 + 52 + o(2?),

g(x) = 2 + 22% + 323 + 42* + o(2?).
1. Donner les valeurs de g”(0) et f®)(0).
2. Calculer le développement limité en 0 des fonctions suivantes a l'ordre indiqué :
(a) fg alordre 3,
(b)
(c)
(d) In f a lordre 2,

)

(e) la primitive de f qui vaut 1 en 0, a 'ordre 4.

g .
= a ordre 3,

f

fogalordre 2,

Exercice 4 (x) Soit a > 0.

1. Ecrire la formule de Taylor-Lagrange & l'ordre 5 pour la fonction cosinus, sur
I'intervalle [0, a]. Montrer que l'on a :

o at a®
cosa—l—&—a—ﬂ gﬁ.
2. En déduire ’encadrement :
g——l <cosl<ﬁ+—
384 3840 — 2 7 384 3840

Exercice 5 Appliquer la formule de Taylor-Lagrange & I’'ordre 2 & la fonction t — v/t
entre 25 et 26. En déduire une valeur approchée & 10~3 prés de v/26.

Exercice 6 Soit f: R — R une fonction de classe C2. On suppose que f et f sont
bornées sur R et on note My = sup, g |f(2)| et My = sup,cg |f"(2)|.

1. Montrer que pour tout x € R, tout h > 0, on a

2 h
7@ < Mo+ 5.

2. En déduire que f’ est bornée sur R et que

sup |f/(z)] < 24/ MoMa.

z€R

Exercice 7 (x) On pose f(z) = 2% + 52° — 623. Donner un équivalent simple de f
lorsque x tend vers 0, +o0, 2, et 1.

Exercice 8 Donner un équivalent simple des fonctions suivantes en 0 et en +oc0 :
1. (%) fi(z) =z + cosz, 4. fo(x) =x +sinz, 7. fr(z) = 2t + €%,
2. (x) fa(z) =22 +sinx, 5. f5(z) =2 +Inz, 8. fs(z) =e** — /x,

3. (x) fs(z) =shuz, 6. fo(x) = xe”, 9. fo(x) =chu.
Exercice 9 () Etudier la limite de f en a lorsque
2 — 2243 1n(z
(a) flw) = 5555 et a = +oo, () f(2) = TER2D et a = +oo,

(b) f(x) = (7 —2z)tan(z) et a = F,

— X (173—117 —\VeE
(c) f(z)= ;3+23I2 — o et a=+oo, (e) f(zx) = l\r/lfm)_fl et a=e.



Exercice 10 Etablir pour chacune des fonctions f proposées ci-dessous un dévelop- 5. f(z) =In(2+ z) en 0, & 'ordre 2,

pement limité de f en 0 a 'ordre n proposé : 6. f(x) =sinz en ﬁ7 A Tordre 3,
(a) (%) f(x) =€ " et n =5, (g) f(z)=In(1+ 2?) et n =6, 4
= = 7. f(x) = vVt + x + 1 au voisinage de +oo avec trois termes significatifs.
(b) () f(z) ln(ll +shz) et n =4, () f(z) = sin(2z) + cos(a?) et n = T, f(x) g g
c) (* T) = et n =3, . .
(€) () fl@) 2+ (i) f(z) = e**sin(2z) et n = 4, Exercice 14 (%) Calculer les limites des suites de terme général
In(1 .
(d) (%) f(x):uetnzz ) In(1+ z) Lu,=vVn2+n+1—vn2—n+1 3. u, = (sin i)t/
e?sinx (G) f(#) = F——5 et n=23, 3 n
() () fl@) = (1 +2)"/" et n=3, 1 +) _no vl _ (1
. x _ In(1+ z) n+vn?® + n
0 ) @) =sh (5 ) ern=t, (g gy = 2LED oy

Exercice 15 (x)

Exercice 11 Calculer les limites suivantes : 1. Trouver un équivalent simple pour les suites définies par

F 1 r—1
(a) (+) lim & (e) lim —1In (< 1 1
z—0 sinx z—0 x T Uy = sin T et v, = Insin — .
n n
_ . a\<* *
(b) (x) lim L0082 Inlcos) 0 Jm  (1+7) ecr , o ,
z—0 4 T+00 z 2. Trouver un développement asymptotique & la précision 1/n* des suites données
. 1 e’ —1
(¢) (%) lim(cos :c)l/g”2 (g) () lim —In < ) bat 1\ "
0 Tofoo I r
v unln(n+1)etvn<1+n> .
. In(cos(2z)) ) 1\ V*
(d 71}—% In(cos(3x)) (b) (%) IETOO 1+ ) ’ Donner aussi un développement & la précision 1/n de la suite donnée par

wp, =A/n+vVn—vn.

Exercice 12 On définit les fonctions

1
frzel-1L1—(l-2*)etg:2 e R —— —1.
ch” z

1. Déterminer les développements limités de f et de g a 'ordre 5, quand x tend vers
0.
2. En déduire l'existence d’un réel 1 > 0 tel que pour tout x €] — n; 0[U]0; ],

f(z) <g(z).

Exercice 13 Calculer un développement limité ou asymptotique de f dans les cas

suivants :

1. (%) f(x) =+v2+x en 0, a lordre 3,

2. (%) f(z) =In(sinz) en g, a l'ordre 3,

1
3. () f(r) = arctan (1 / CEI2> au voisinage de +oo avec trois termes significatifs,
x

4. f(z) = 2?Inz ol x tend vers 1 et a 'ordre 5,



