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1l est rappelé que la qualité de la rédaction, la clarté et la précision des raisonnements entreront pour
une part importante dans l'appréciation des copies. Les réponses aux exercices doiwvent donc étre claire-
ment rédigées. Le détail des calculs doit apparaitre sur la copie. La présentation doit étre la plus soignée
possible. Enfin, si vous pensez avoir repéré une erreur d’énoncé, signalez-le sur la copie et
poursuivez votre composition en expliquant les raisons des initiatives que vous avez été
amené a prendre.

Exercice 1 EPITA 2003 Dans ce probléme, on étudie, pour n € N, la suite d’intégrales

+3
Up = / cos™(t)dt.

T
2

1. (a) Calucler les trois premiers termes de la suite.

+5 - +5 +3 +% 14-cos(2t in(2t)1+5
_E=mour = [sm}_% =2, Uy = f7%2 cos?(t)dt = f7%2 7”;( )dt = [%JrL‘fl )]_é =z

(b) Etablir a I’aide d’une intégration par parties que (n + 1)uy41 = nu,_; pour n > 1.

On intégre par parties en posant, pour n > 1, cos™t! = cos™ x cos, les fonctions cos™ et sin étant
Clsur [-%,+5], (n+1)upi1 = (n+1) fjg cos™(t) cos(t)dt = (n+1)[cos™(¢) xsin(t)]t%+n(n+

1) fj—g cos™(t) sin?(t)dt = n(n + 1) fjg% cos™ 1 (t)(1 — cos?(t))dt = n(n + 1)(up_1 — Upt1)-

Donc (n + 1)upy1 = nuy,—q pour n = 1.

(¢) En déduire que la suite de terme général ((n + 1)unun+1)n o €st constante et en préciser la

valeur.

N

En multipliant par wu, l'égalité précédente, la suite (n + 1l)uyu,y1 est constante. Comme
UpUL = 2UqUg = 2.

(d) Etudier le sens de variation de (u,)n,en et en déduire que

nu? <2 < (n+ 1)u.

Comme 0 > cos(t) > 1 pour tout ¢t € [—F,+7F], la suite (cos"(t))neN est décroissante et
(tn)nen également. On a donc nu? < nupu,—1 = 27 et (n+1)%u, > (n+1)uptyy1 = 27 d’ott
I’encadrement

nu? <21 < (n 4 1)u?

(e) En déduire que u, ~ /2 quand n tend vers +oc.

En prenant la racine carrée, on obtient

2w < < 2w
n+1\un\ n~
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2. On étudie maintenant les intégrales des fonctions f,, définies sur R par f,(z) = (1 — %2> pour

€ [=vn,v/n] et fn( ) =0 pour |z| > /n.
(a) Etablir que f fn = /Mg

Le changement de variable x = \/nsin(t), qui est C* et bijectif de [-%, %] sur [—y/n, /n] donne
dr = \/ncos(t)dt et fj\/‘/g fo=[12 (1 _ nsin (t)) VT cos(t)dt = /Muzns.
2

+vn
(b) A l'aide de 'équivalent de u,,, en déduire lim fn
n—00 \/ﬁ

Comme ugpy1 ~ ,/2n+1, f fn = /nug,y1 ~ /7 quand n tend vers l'infini, donc la suite
converge vers /.

3. Dans cette question, on étudie l'intégrale de la limite de la suite de fonctions (f,,)neN-

(a) Déterminer, pour z € R fixé, la limite f(x) de (fn(x))neN quand n tend vers I'infini.

Pour tout € R fix¢, et un entier n > 22, f,(x) = exp(nln(1— In—z)) Mais In(1 —u) = u+o(u)
2
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donc lim (nln(1 o )) = —a? et nh_{rolo fulx)=€""".

n—oo

(b) Justifier I'inégalité In(1 — u) < —u pour u € [0,1]. En déduire l'inégalité f,(z) < f(z) pour
tout réel x.

La fonction u +— w + In(1 — u) a comme valeur 0 en 0 et comme dérivée u — 1 — —. Or
0<u<l << 1K ﬁ <~ 0>1-— m donc cette fonction est décroissante et reste
négative. Donc pour n > 2, In(1 — "“’7—?) < —%2 soit In(1 — %)” < —22 et fo(z) < exp(—a?), et
qui plus est pour n < 22, f,(z) = 0 < exp(—z?).

On peut ensuite, par des théorémes de deuxiéme année, justifier la valeur de I'intégrale de la gaussienne :

o0 5
/ e " dx = /.
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