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Exercice 1
1. Décomposer en éléments simples sur R puis sur C la fraction rationnelle

A(X) =
X3 +X

X2 + 3
.

2. Décomposer en éléments simples sur R la fraction rationnelle

B(X) =
3X − 1

X2(X + 1)2
.

Corrigé :
1. Par division euclidienne, on obtient

A(x) = X +
−2X

X2 + 3
.

Sur R, ces termes sont déjà des éléments simples. Sur C, il faut décomposer le deuxième terme : il
existe a ∈ C tel que

−2X

X2 + 3
= − 2X

(X −
√

3i)(X +
√

3i)
=

a

X −
√

3i
+

ā

X +
√

3i
.

Pour calculer a, il suffit de multiplier l’équation par X−
√

3i et de l’évaluer en X =
√

3i. On trouve
ainsi que a = −1 et

A(x) = X +
−1

X −
√

3i
+

−1

X +
√

3i
.

2. Il existent a, b, c, d en R tells que

B(X) =
3X − 1

X2(X + 1)2
=

a

X
+

b

X2
+

c

X + 1
+

d

(X + 1)2
.

En multipliant cet équation par X2 et en calculant en X = 0, on obtient b = −1. En multipliant
l’équation par (X + 1)2 et en calculant en X = −1, on obtient d = −4. En multipliant par X et
en prenant la limite quand X → ∞, on voit que a + c = 0. En calculant en X = 1, on obtient
2a+ c = 5. Donc a = 5, c = −5 et

B(X) =
5

X
+
−1

X2
+
−5

X + 1
+

−4

(X + 1)2
.

Exercice 2
Calculer la limite quand n→ +∞ de la suite suivante :

un =

n∑
k=1

n

k2 + 3n2
.

Corrigé : Pour tout n ∈ N on a

un =
1

n

n∑
k=1

1(
k
n

)2
+ 3

.
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Il s’agit d’une somme de Riemann correspondant à l’intégrale

I =

∫ 1

0

1

x2 + 3
dx .

Comme la fonction x 7→ 1
x2+3 est continue, on a

lim
n→∞

un = I .

Calculons I. En faisant le changement de variables y = x/
√

3 on obtient

I =

∫ 1√
3

0

√
3

3 (y2 + 1)
dy

=
1√
3

[
arctan(y)

] 1√
3

0

=
1√
3

arctan

(
1√
3

)
.

De plus, tan(π/6) = 1√
3
, d’où

lim
n→+∞

un =
π

6
√

3
.

Exercice 3 Calcul d’intégrales :

F1 =

∫ 2π

0

x sin(x)dx

On applique la formule d’intégration par parties : on a sin(x) = (− cos(x))′ donc

F1 =
[
− x cos(x)

]2π
0

+

∫ 2π

0

cos(x)dx

= −2π +
[

sin(x)
]2π
0

donc
F1 = −2π .

F2 =

∫ 1

0

x

x2 + x+ 1
2

dx .

On écrit la forme canonique du dénominateur :

x2 + x+
1

2
=

(
x+

1

2

)2

+
1

2
− 1

4
=

(
x+

1

2

)2

+
1

4
=

1

4

(
(2x+ 1)

2
+ 1
)
.

On fait donc le changement de variables y = 2x+ 1. On a dy = 2dx et x = y−1
2 , donc

F2 =

∫ 3

1

y − 1
2
4 (y2 + 1)

dy

2

=

∫ 3

1

y

y2 + 1
dy −

∫ 3

1

1

y2 + 1
dy

=
1

2

[
ln(y2 + 1)

]3
1
−
[

arctan(y)
]3
1
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et comme arctan(1) = π/4,

F2 =
1

2
ln(5)− arctan(3) +

π

4
.

F3 =

∫ √2

0

ln(x2 + 1)dx .

On fait une intégration par parties, avec u′ = 1 et v = ln(x2 + 1).

F3 =
[
x ln(x2 + 1)

]√2

0
−
∫ √2

0

x× 2x

x2 + 1
dx

=
√

2 ln(3)−
∫ √2

0

(
2− 2

x2 + 1

)
dx

donc
F3 =

√
2 ln(3)− 2

√
2 + 2 arctan(

√
2) .

F4 =

∫ 1

0

x
√

1 + xdx .

On fait apparaitre (x+ 1)
√
x+ 1 = (x+ 1)3/2.

F4 =

∫ 1

0

(
(x+ 1)3/2 −

√
x+ 1

)
dx

=
[2

5
(x+ 1)5/2 − 2

3
(x+ 1)3/2

]1
0

=
2

5

(√
25 − 1

)
− 2

3

(√
23 − 1

)

d’où

F4 =
4

15

(
1 +
√

2
)
.

Exercice 4 (Une somme remarquable)
Soit

In =

∫ 1

0

xn

x+ 1
dx.

1. Montrer que In → 0.
2. Pour n > 1, calculer In + In−1 et montrer que

In = (−1)n

(
I0 +

n∑
k=1

(−1)k+1

k

)
Attention, erreur de signe dans l’énoncé, remplacer (−1)k+1 par (−1)k.

3. Montrer que lim
n→+∞

∑n
k=1

(−1)k
k = ln 2. Aussi une erreur de signe .

Corrigé :
1. Pour x ∈ [0, 1] on a

0 6
xn

x+ 1
6 xn,

et en intégrant les termes de cette inégalité, on obtient

0 6 In 6
1

n
,

d’où
lim
n→∞

In = 0.
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2. Pour n > 1,

In + In−1 =

∫ 1

0

xn + xn−1

x+ 1
dx =∈10

xn−1(x+ 1)

x+ 1
dx =

∫ 1

0

xn−1 dx,

d’où

In + In−1 =
1

n
.

Il y a une erreur dans l’énoncé ; il faut remplacer (−1)k+1 par (−1)k. démontrons que

In = (−1)n

(
I0 +

n∑
k=1

(−1)k

k

)

Pour obtenir la formule de In, on raisonne par récurrence. On a

I1 = −I0 + 1 = (−1)1

(
I0 +

1∑
i=1

(−1)k

k

)
.

Soit n > 2 et supposons que

In−1 = (−1)n−1

(
I0 +

n−1∑
k=1

(−1)k

k

)
.

Alors

In = −In−1 +
1

n
= (−1)n

(
I0 +

n−1∑
k=1

(−1)k

k

)
+ (−1)2n

1

n
,

donc

In = (−1)n

(
I0 +

n∑
k=1

(−1)k

k

)
.

3. En utilisant la formule précédente et en sachant que In → 0 quand n→∞, on voit que

limn→∞

n∑
k=1

(−1)k

k
= −I0.

Mais

I0 =

∫ 1

0

1

x+ 1
= ln 2,

d’où la conclusion

limn→∞

n∑
k=1

(−1)k

k
= − ln 2.

Il y avait donc aussi une erreur de signe dans l’énoncé.
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