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L’utilisation de documents de toute nature, de calculettes, et de téléphones n’est pas
autorisée.

Les exercices sont indépendants et peuvent étre traités dans ’ordre de votre choix.

1. Soient (E, || ||£) et (F,|| ||r) deux espaces vectoriels normés et soit f : E — F une
fonction continue.

(a) Montrer que si C C E est compact, alors f(C) est un fermé.

(b) Montrer que si f est surjective, et si A C E est dense dans E, alors f(A) est dense
dans F.

nxe ™

2. Pour n € N*, on considere la fonction f;, : [0, +eo[ — R définie par f,(x) := Tae
x

(a) Montrer que la série de fonctions Z fn(x) converge simplement sur [0, -oo].
n>1

(b) Soit a > 0 et r > a. Montrer que la série de fonctions converge uniformément sur
[a,r].

(c) Montrer que la suite (f,;) ne converge pas uniformément vers O sur [0, 1].

(d) Etudier la convergence uniforme et normale de la série de fonctions Z fnsur[0,1].



Correction de I’Exer. 1 :

(a) Soit (f(c;)) une suite dans f(C) (donc les ¢; appartiennent a C) qui converge vers
une limite £. On montre que ¢ € f(C), vérifiant ainsi que f(C) est fermé par le critere
séquentielle. Or la suite (¢;) admet une sous-suite (c,,) qui converge vers une limite
¢ € C (car C est compact). Alors f(cp,) converge vers f(¢) (car f est continue), mais
aussi vers ¢ (c’est une sous-suite de le suite (f(c;)), qui converge vers ¢ par hypothése).

Il vient que ¢ = f(¢) € f(C).

(b) On se donne un point quelconque w € F, et on montre qu’il existe une suite dans
f(A) qui tend vers w. (Ceci prouve que tout point dans F' est dans 1’adhérence de f(A).)
Or il existe un point X € E tel que f(X) = w (car f est surjective). Et il existe une suite
(a;) dans E qui tend vers X (car A est dense dans E). Enfin, f(a;) converge vers f(X) =w
par la continuité de f.

Correction de I’Exer. 2 :

(a) 1 est clair que la série converge pour x = 0, puisque f,(0) = 0Vn. Pour x > 0, on
a0 < fu(x) < nxe™™. Mais la série engendrée par les termes nxe " converge, par
exemple par le critere de d’ Alembert :

1 —(n+1)x
lim (4 1)xe =e " <1.
n—yeo nxe "*

(Alternatif : observer que e "* = O (n_3) et utiliser la comparaison avec 1/n?.)

(b) Pour x € [a,r], ona 0 <x <rete ™ <e ™, ainsi que 1+x" > 1. On trouve

alors
nxe ™

wfay] = SUPp ———— <
an( )H Ja,r] agli];r Lt = nre

—hna

Ces derniers termes donnent lieu a une série convergente, par exemple par le critere de
d’ Alembert, ou par comparaison, comme dans la partie précédente.
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(©)Ona || ful|o e~!, d’oli 1a non convergence uniforme

de f, vers 0.

J0,1 = Ju(1/n) =

(d) Le fait que f,(1/n) ne converge pas vers 0 (partie précédente) exclut la possibilité
de convergence normale ou uniforme. (Alternatif : montrer que le reste R, ne converge
pas uniformément vers 0, ce qui exclut et la convergence uniforme et la convergence
normale.)



