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Analyse IV

Fiche 2

Exercice 1 (Convergence dans les espaces normés)

1. Déterminer la limite de la suite suivante dans R3 : ( sin (%) , COS (1 — #) ,tan (%) ) o
neN*

2 0 0
2. Soit A = -3 -1 3 |. Munissez ’espace vectoriel des matrices 3 x 3 a entrées réelles
3 3 -1

(M3x3(R)) d’une norme. Calculer la limite de la suite (A"/(—4)")nen dans cet espace. (On
peut penser a4 diagonaliser A pour calculer ses puissances.)

3. On munit l'espace vectoriel R[X]| des polynomes a coefficients réels de deux normes Nj et
Ny en faisant les définitions suivantes : si P = ag + a1 X + ... + a, X" alors N1(P) = |ag +
P'(1)|+>27 |ai| et No(P) = supg<,<1 | P(z)]. Vérifier que ces fonctions définissent des normes.
Déterminer ensuite la limite de la suite (1—=X"/n)pen+ par rapport a chacune des deux normes.
Quelle est votre conclusion ?

4. Soit E l'espace vectoriel des fonctions polynomiales de [0, 1] vers R. On définit Ny(P) =
Supg<y<1 |P(X)| et Na(P) = Ni(P) + N1(P’). On a vu dans la premiere fiche que ce sont
des normes.

a. Calculer No(x — z™) pour tout n € N.
b. Quelle conclusion en tire-t-on pour la convergence de la suite de fonctions (z — z™),en par
rapport & la norme No ?

Exercice 2 (Convergence dans les espaces de fonctions) On se place dans I'espace vectoriel
réel E = C(]0;1],R) et on considere N définie par :

N(f) = /01 e’| f(z)|dx pour tout f € E.

1. Montrer que N est une norme sur FE.
2. On considere la suite de fonctions (f,,)nen+ telle que f,(x) = {

a) Pour un n € N*, tracer la courbe de f,.

(a)

(b) Montrer que (fy,)nen+ converge vers la fonction nulle dans (E, N).

(¢c) Montrer que (fy)nen+ ne converge pas vers la fonction nulle dans (E, ||.||co)-
)

(d) Les normes N et || ||oo sont-elles équivalentes ?

Exercice 3 (Convergence dans l’espace des polynémes) On note £ = R[X] 'espace vecto-
riel des polynomes a coefficients réels et on considére une suite de réels (a,)pen. On définit deux
applications N et N’ sur E par :

n n
pour tout P:ZakaEE, N(P):Zak|ak| et N'(P) = max lak| .
0 P keN et 0<k<n

1. Déterminer une condition nécessaire et suffisante sur la suite (a,), pour que N définisse une
norme sur E. On admet que N’ définit une norme sur E.

2. Dans cette question, on suppose que la suite (o), est une suite de réels strictement positifs
convergeant vers 0. Pour tout n € N, on pose P, = X". Etudier la convergence de la suite
(Py)nen pour N.

3. Pour tout 7 € N, on pose Q, =1+ X + --- + X". Etudier la convergence de la suite (Qn)neN
pour N’.



