Résumé de Cours 8

La formule de rang‘ Soit K un corps commutatif, e;g, K = C,R, Q etc.

Soit E, F deux K-espaces vectoriels.

Théoréme (La formule du rang)  Soit f : F — F une application linéaire. Supposons que dim E < co.
Alors, on a
dim Ker f +rg f = dim F.

La bijectivité d’une application linéaire est un peu particuleere :

Corollaire Soit f : E — F une application linéaire. Supposons que les dimensions de deux espaces
vectoriels E et F soient finies.

1. Si f est bijective, alors dim E = dim F.

2. Supposons que dim E = dim F. Alors, f est bijective < f est injective < f est surjective. O

Citons un lemme pratique :

Lemme Soit f : E — F une application linéaire bijective. Alors, sa réciproque f~! est aussi linéaire. [0

‘ Opérations sur applications linéaires‘

Notons par L(E, F') 'ensemble des applications linéaires de E dans F'. En particulier, on note L(E, E)
par L(E). L’ensemble £L(E, F') muni de

1. (structure interne) (f+ g)(x):= f(z) + g(x) Vf,ge L(E,F)etVaz € E,
2. (structure externe) (Af)(x):= A(f(x)) VieL(E,F), €K, etxe€E,

est un K-espace vectoriel.
Soit G un K-espace vectoriel.

Lemme Soit fi, fo, f € L(E,F) et g1,92,9 € L(F,G). Alors,

1. la composée g o f, définie par (go f)(z) = g(f(z)) (x € E), est une application linéaire de E dans
G,

2. go(fi+fa)=gofi+gofo
3. (g1+g2)of=g10f+gaof.

En particulier, on a

Lemme (L(FE),+,0) est un anneau unitaire non-commutatif. O



‘ Application linéaire et Matrice‘ Soit K un corps commutatif, par exemple, K = C, R, Q etc..

Soit E, F' deux K-espaces vectoriels de dimensions finies et soit f : E — F une application linéaire. Soit
B={ei, - .,e,}etC={f1, - ,f,} desbases de E et F, respectivement. Soit a; ; (1 <i<m, 1<j<n)
des scalaires tels que f(e;) = > i~ a; ;£ pour tout 1 < j < n (attention aux indices !). La matrice

a1 air2 - Ain
a2.1 az2 0 A2p
am,1 am2 Qm,n

)

s’appelle la matrice de f dans les base B et C et notée par matg ¢(f).

Soit x = Y 7_, zje; € E avec z; € K. Posons y = 3" | yif; = f(x). Par définition, on a

n n n m m n
y = f(z zje;) = ijf(ej) = sz (Z ai,jﬂ') = Z a;jz; | £,
j=1 j=1 j=1 i=1 i=1 \j=1
L1 Y1
d’ott y; = 377 ajjx;. Posons X = matp(x) = [ -+ | et Y = mate(y) = | -+~ |, on en conclut que
Tn Ym

Y = AX = mate(f(x)) = matp ¢ (f)matp(x).

Interprétations d’opérations sur matrices‘

Soit F, F' K-espaces vectoriels de dimensions finies, f, g : F — F deux applications linéaires et A € K.
On peut définir application linéaire f+ g, A\f : E — F par (f+¢)(x) := f(x)+g(x) et (Af)(x) := Af(x).
Soit B et C des bases de E et F', respectivement. Posons A = matg¢(f) et B = matpc(g). On a

matgc(f+9)=A+ B,  matgc(Af) =AA.

Soit E, F, G K-espaces vectoriels de dimensions finies et soit f : E — F et g : F — G applications
linpaires. On sait que la composée go f : E — G est une application linéaire.
Soit B,C et D des bases de E, F et G, respectivement. Posons A = mat¢ p(g) et B = matgc(f). On a

matgp(go f) = AB.

Remarque En fixant des bases B et C de F et F respectivement, on obtient un isomorphisme entre
L(E,F) et My, »n(K) (dim E =n, dim F = m) par

‘C(EvF) — Mm,n(K)v f — matB,C(f)'

En particulier, L(E) est isomorphe & M, (K) comme anneau.
(Un isomorphisme est un morphisme dont la réciproque est aussi un morphisme.) O



