Résumé de Cours 2

Rappels sur Polyn()mes‘ Soit K un corps commutatif, par exemple, K = C, R, Q etc..

Soit P € K[X] un polynéme.

1. « € C est une racine du polynéme P si P(a) =0, i.e., X — «a|P.

2. La multiplicité d'une racine o de P est Pentier m € N* tel que (X — a)™|P mais (X — o)™ P.

Une application de I'identité de Bézout :

Lemme (Gauss) Soit P,Q, R € K[X]\ {0}. Si P|Q - R et que PGCD(P,Q) =1, alors P|R.
Une application D : K[X] — K[X] est dite une dérivation si

D(P+Q)=D(P)+D(Q), DP-Q)=DP)-Q+P-D@Q) VPQecKX]

Un example important est I'application -% : K[X] — K[X] (la dérivée de P par X) définie par

d n n
d—X(Z arX*) => " ka, X*1 (ax € K).
k=0 k=1

Pour un polynéme P € K[X] et k € N*, posons P¥) = (%)k P.

Formule de Taylor Soit P € K[X] un polynéme du degré n € N* et soit a € K.

P(X)=Pa)+)_ %P(k)(a)(X —a)k.
k=1

Lemme Un polynéme P € K[X] est divisible par (X — «)™ (m € N*) si et seulement si

P(a) = P'(a) =--- = P(m=Y(a) = 0.

Fractions rationnelles ‘

Une fraction rationnelle est un élrhent de I’ensemble

(o

avec la notion d’égalité suivante : pour P, P’,Q, Q" € K[X] avec Q,Q’ # 0,

P,Q € K[X], Q#O},

P P déf, , /
—_ = — P . = P . .
=5 Q=P-Q

r P

C’est-a-dire, on ‘identifie’ deux éléments — et — lorsque cette derniere condition est satisfaite.

Q
Pour P, P',Q, Q" € K[X] avec Q, Q" # 0, on définit
L S A
Q Q Q-
P P _PQA+Q- P
Q Q@ Q-

Ces deux opérations (le produit et la somme) sont bien-définies.

(produit),

(somme).

O



’Décomposition en éléments simples

Soit P,Q € K[X]\ {0} deux polynémes non nuls.
Question

P
1. Quelle est une expression simple de la fraction rationnelle 6 ?

P
2. Comment obtenir une telle expression pour — ?

Q

Une réponse de ces questions est donnée par le théoreme suivant :

P
Pour tout fraction rationnelle 0 avec (Q # 0, il existe un polynéme S, polyndmes

irréductibles Q1,Q2,- -+ ,Qpr, M1, Mg, -+ ,m, € N*, et polynémes P, (1 < i < retl <k # my)
avec les conditions d°(P; ;) < d°(Q;) tels que

p roomg Pi,

i=1k=1 Vi

Cette expression s’appelle déomposition en éléments simples. O

Concretement,
1. pour K = C, les polynomes @; sont polynéomes de degré 1 donc F; j sont constants, et

2. pour K = R, les polynémes @); sont polynomes de degré au plus 2.

. . P .
Alors, comment trouver cette décomposition pour é concretement 7

Voici une recette :

Etape 1. Si d°(P) > d°(Q), faire la division euclidienne : il existe polynomes S et R tels que
i)P=SQ+R et il) d°(R) < d°(Q).
r S R R
Alors, on a — = SR S+ —. Dong, il suffit de considérer le cas d°(P) < d°(Q).
Q Q Q
Etape 2. Si@ = Q7" avec un polyndme irréductible Q); de degré > 0, trouver les polynomes Ag, A1, -+, Am—1
de degré < d°(Q1) tels que P = 37" A,QF. Alors,

— m—1
P 2?201 ArQY Z Ay
- N - N—Fk"
Q Ql k=0 1
Etape 3. 51 Q = QT'Q2 avec un polyndme irréductible () et un polynéme Qs tel que PGCD(Q1,Q2) =1,
d’apres 'identité de Bézout, il existe polynoémes A et B tels que AQT* + BQ2 = 1. Alors,

1 AQT + BQ2 A B _ P PA PB

== = =t — d’ol —=——+ .

Q QT'Q2 Q2  QF Q Q @
Ensuite et suite...... vous arriverez un jour !



