Résumé de Cours 11

‘ Groupe symétrique (suite) ‘ Soit n € N* et soit G,, le groupe symétrique de degré n.

D’apre la formule suivante :
(41,49, yip_1,4r) = (i1,%2) 0 (i2,43) 0+ -+ 0 (ip—1, i) (produit de r — 1 transpositions),

on a
Lemme Tout élément de &,, s’écrit sous forme de produits de transpositions. O

Remarque Soit 1 <i< j <n. Pour 1 <k <n, posons o = (k,k+ 1). Alors, on peut vérifier que

(i,j) =0,007410++-00;j_200,_100j_20-00;1100; (produit de 2(j — i) — 1 transpositions)

=0;_ 100200041 00;00410---00j_200j_1 (produit de 2(j — ) — 1 transpositions).

D’apres le lemme précédent, on en déduit que tout élément de &, s’écrit sous forme de produit de
01,02, ,0n—1. On dit que le groupe &,, est engendré par {o} }1<p<n. O

Soit € : G,, — R* l'application définie par

On pourra vérifier que
1. T'application € est un morphisme de groupes, c.-a-dire, (o o 7) = €(0)e(T) pour tous 0,7 € &,
2. Ime = {£1}.

Le morphisme ¢ (ou sa valeur e(¢)) s’appelle le signature (de o). ¢ est aussi noté par sgn.

Déterminant d’une Matrice‘ Soit K un corps commutatif, par exemple, K = C, R, Q etc..

at,j
az,j

N

Soit n € N* tel que n > 1. Pour A € M,,(K), on 'exprime comme A = (a;,as,--- ,a,), ol a; =

An,j
Lemme Il existe une application F,, : M, (K) — K non triviale telle que

1. (multi-linéarité) pour 1 <j<net ek

J
F(ay,---,a; +A\aj,--- ,a,)
j Z
:F(al,... ’aj7... ’an)_i_AF(al’... ,a./j,... 7an)7

2. (anti-symétrie) pour o € G,,,

F(ao(l)v"' 7a(7(n)) = (SgnU)F(ala"' 7an)~



Remarque L’antisymétrie pour o = (i, j) implique que

i J i
— N —

J
F(alf" y @yttt Q4,0 7an):7F(a17"' y Qi A, 7an)'

En particulier, on a

Définition La valeur de A € M, (K) par F,, du lemme ci-dessus normalisée par F,,(I,) = 1 est dit le
déterminant de A, noté det A, ou encore |A|. Pour une matrice A = (a; ;) € M, (K), il est aussi noté

comme suit
ail -0 Q1p

an,1 e Gn,n

Remarque Voici une formule explicite du déterminant de A = (a; ;) € M, (K) :

det A= Z (5€n0) a0 (1),100(2),2 " " * G (n)n

neS,
= Z (Sgn U)al,a(l)a2,a(2) T Qpo(n)-
neS,,
D’apres cette remarque, on a
Lemme Pour A € M,,(K), on a det(*A) = det(A). O

En particulier, ce lemme implique que

le déterminant est non seulement multilinéaire et antisymétrique
pour les colonnes mais aussi pour les lignes !

Exemples
M 0 -0
. - . 0 X :
i) Soit A € M, (K) une matrice diagonale, i.e., A =
0
0 0 A
Alors, det(A) = [T, i
ii) Soit A € M, (K) une matrice triangulaire, i.e.,
a171 ... DR al,'fl a171 0 DR O
A _ 0 (12,2 ou (12’2
: 0
0 0 Ap.n Ap. 1 Unn
Alors, det(A) =[], a;;- O



