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Chapter 1

Nombres Complexes

1.1 Premiéres définitions

Définition: Un nombre complexe est un nombre de la forme , ou x et y sont des nombres réels

et ¢ est un symbol ayant la propriété , qui s’appelle unité imaginaire.

Attention: ¢ n’est pas un nombre réel.

Exemples:

e On note ’ C={z=z+iy|z,yeR} ‘ I’ensemble des nombres complexes. Il contient deux sous-

ensembles:

— les nombres réels: ’ R={z=2+1i0 |z R} ‘;

— les nombres imaginaires purs: ’ iR={iy=0+1iy |y R} ‘

c iR
L’ensemble C se repre- z=x4+iy
sente comme le plan R?: !

Définition: Pour un nombre complexe z = x + iy, on appelle:

e partie réelle le nombre réel | Re(z) =z

e partie imaginaire le nombre réel | Im(z) =y

e conjugué complexe le nombre complexe

Exemples

Proprietés: Soyent z et w deux nombres complexes. Alors:
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e Re(2) =(2+2)/2 et Im(z) =(2—7%)/2i

0‘2 z@zeR‘ et ‘Ez—z@zeiR‘

1.2 Opérations

Définition: Soient z = = + iy et w = u + v deux nombres complexes et A € R.
e egalité: z=w sietseulmentsi z=uety=v

e addition: z+w=(x+u)+i(y+v)

e soustraction: z—w = (z—u)+i(y —v)

e produit par scalaire: Az = (Az)+i(Ay)

e multiplication: zw = xu 4+ iyu + izv + i%yv

= (zu — yv) + i(xv + yu)

(z+iy)(u—iv) zut+yv | yu—zu

zw
ww  (utiv)(u—iv)  u?+ o2 u? + v2

e division: — =
w

Exemples:

1.3 Module et argument

Définition: On identifie le plan complexe C avec le plan R? muni d'un repere cartésien (O, €1,€3). On appelle
alors:

e affixe complexe d’un point M (z,y) le nombre complexe z=x+1iy

e module de z la distance

C
|z| = dist(M,0) = p )

e argument de z langle 6 €
[0, 27| comme dans la figure: 2

Proprietés: On a alors:

o zl=V22+yt=0p

0‘ Re(z) =z = pcosd ‘ et ‘ Im(z) =y = psind ‘

T
o | cos) = —— et sinf = y

o | tang =7 siz#0
x
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Exemples

Proprietés du module:

0‘ |z| >0 ‘ et ‘ |z| = 0 si et seulement si z =0

e si z € R, alors |z| est la valeur absolue du réel z

o | =z =Iz[;
— 2 , 1 z .
. par conséquent | — = —- |siz#0
z |4
1 1 )
0‘ |2122] = |21]|22] ‘ et —| =7 [siz#0
2|l
o atal<laltleol |
et |21 + 22| = |21| + |#2] si et seulement si 21 = Azz ou A € R

|21+ 22| > |21] |22 i |21] > |22l

> B .
hd ‘Zl+22| =z ||21| |22Ha Le. { |21—|-22| > |22‘_|21| si ‘Z1| < |22|

1.4 Représentation Polaire

Définition: L’exponentiel complexe d’argument 6 est le nombre complexe | €Y = cosf +isinf |.

Exemples:

Proprietés:

o ¢ est périodique de période 2, ei0+2m) — if
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e ¢¥ est un nombre complexe unitaire, i.e.| |¢?| = 1

sin 6 -
e le point M(e?) se trouve sur
le cercle unitaire 2 +9y% =1 .

Théoréme: Tout nombre complexe z # 0 s’ecrit sous la forme polaire 7 ou p = |z|.

En effet: z=x+iy = pcosf+ipsinh = p(cosd +isinh) = p .

Proprietés: Soient z = pe'? et w = re’ deux nombres complexes en forme polaire. On a alors:
e produit: zw = (pr) e!0+¢)
e puissance entiére positive: 2" = p"e"? o n € N

1 ...
e puissance entiere negative: 27" = — = —ne*”‘e sip#0,

e Formule de Moivre: (cosf +isinf)” = cos(nf) + isin(nd), ot n € N

Exemples

1.5 Racines carrées et cubiques d’un nombre complexe

e Les racines carrées de z = pe’? € C sont toujours deux, & et 6;:

6= /p 3 k=01

c-a-d| do = \/p ei% let| 6 = N/2 ei(5+7)

Proprieté: On a §; = —dg.

e Les racines cubiques de z = pe? € C sont toujours trois:
5w = /p e (5HF) k=012

Proprieté: Si une racine cubique est réelle, les autres deux sont conjugués complexes.

Exemple: Sif=0et do= ¢p,ona

S1=peT et Sr=peT =01
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Exemples

1.6 Polynomes complexes

Définition: Un polynéme complexe est un polynéme P(X) = a, X" + a, 1 X" '+ -+ a; X + ag avec
coefficients complexes, ag, a1, ..., a,, € C. (Peu importe X, c’est une variable.)

e Le degré de P(X) est le plus grand entier n tel que a, # 0.

Exemples :

e Une factorisation d’un polynéme P(X) est lecriture
P(X) = Q1(X) Q2(X) - - Qu(X)
comme produit de polynémes de degré inférieur a celui de P(X).

Exemples :

e Un polynéme P(X) est irreductible [dans C resp. R] s’il ne se factorise pas [dans C resp. R].

Exemples:

Définition: Une racine d’un polynéme complexe P(X) est un nombre complexe z tel que P(z) = 0.

Exemple:

Lemme: Si z est une racine de P(X) alors on peut factoriser P(X) par (X — z).

Théoréme de d’Alembert-Gauss: Tout polynéme complexe P(X) de degré d se factorise comme

P(X)=2(X —21)™ - (X — z)™

ou zg € C, 21, ..., z; sont les racines de P(X) et my +--- +my; = d.

Par conséquent:

e Tout polynome complexe de degré d admet d racines.

e Seuls les polyndémes complexes a1 X + ag sont irreductibles.
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1.6.1 Racines d’un polynéme complexe de degré 2

Proposition: Les solutions de I’équation | az? + bz + ¢ =0 |, & coeflicients complexes, sont

 b+0

= eC
i 2a

oi § € C est une racine carrée du discriminant A = b — 4ac € C, c’est-a-dire un nombre complexe tel que
5% =A.
Par conséquent: Le polynome P(X) = aX?+bX +ca

e une racine double z = —b/2asi A =0,

—b+0 —b—9¢
et z9 =
2a

si A # 0.

e deux racines distinctes 2z =

Exemples

1.6.2 Racines complexes d’un polynéme réel

Proposition: Si P(X) est un polynéme & coefficients réels, et z € C est une racine complexe de P(X) alors
son conjugué z est aussi une racine de P(X),

Par conséquent:

e Puisque z = Z seulement si z € R, tout polynome réel de degré impair d > 3 admet au moins une racine réelle.

e Les polyndmes réels irreductibles sont de degré 1 ou 2, c’est-a-dire qu’ils sont de la forme a; X 4 ag ou bien
a2X2 + a1X + agp.

e Tout polynome réel irréductible de degré 2 admet deux racines complexes conjuguées, z et Z.

Exemple:



Chapter 2

Algebre linéaire

2.1 Matrices

2.1.1 Définition

Une matrice m x n a coéfficients réels est un tableau avec m lignes et n colonnes

aip -0 Qin
() =

Am1 e Gmn

ol les entrées a;; sont des nombres réels pour i =1,...,met j =1,...,n.

Exemples:

e Une matrice carrée est une matrice n X n.

e Une matrice colonne est une matrice n x 1,
c’est-a~-dire un vecteur a n composantes.

e Une matrice ligne est une matrice 1 x n.

2.1.2 Opération sur les matrices

Proposition: L’ensemble M,,,, des matrices m x n a coefficients réels est muni des opérations suivantes

e addition:

a1 +b1r - aip +bin
(ais) + (bij) = (as; + byy) = : I :
Am1 + bml o Amn + bmn
tay; -+ tain

e produit par un scalaire: ¢ (a;;) = (ta;;) =

tami - tamn

9
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Exemples:

2.1.3 Produit de matrices

Définition: Le produit des matrices (aij) € My, et (bjk) € M,,;, est la matrice (cm) € M, avec coefficients

n
Cik = E ai; bjr regle “lignes x colonnes”.
Jj=1

Le produit est donc une opération M., X My, = Mo,

Exemples

2.1.4 Matrices inversibles

Définition: Considerons un espace M.,,,(R) de matrices carrées.
100

. O 1 o 0 . ’
e La matrice I, = | .. . | s’appelle unité car, pour toute A, on a

00 i

e La matrice A a une inverse s’il existe une matrice notée A1 telle que

| AA ' =a'A=1, |
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e Une matrice A est inversible si la matrice inverse A1 existe.

Remarque: La matrice inverse n’existe pas toujours. En particulier, A~! n’existe pas si A n’est pas carrée,
car dans ce cas on ne peut pas calculer I'un des deux produits AA~! ou A7 A.

Exemples:

2.1.5 Détérminant des matrices 2x2 et 3x3

Le détérminant d’une matrice carrée dans Moo ou Masz est le nombre réel, noté det A défini pour par:

a b
det (c d) =ad — bc

a1 a2 ais
det | @21 a22 a23 | =au
as1  G32 as3

a2 az3
as2 ass

Exemples:

Proprietés: Si A est une matrice n x n, on a:

o | det(tA) = t" det(4) |

o | det(AB) = det(A) det(B) |

o | det(A1) =1/det(4) |

2.2 Systemes linéaires et matrices
Définition: Un systéme d’équations linéaires en n variables (x1, ..., x,) est un systéme de la forme

111 +a12x2 + -+ Q1n Tn = b1
a21 1 + @22 T2 + - -+ + G2n T = b2

anlx1+an2x2+"'+annxn:bn
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Un tel systeme peut avoir une solution, plusieurs solutions ou aucune solution, selon la dépendance mutuelle
des équations.

Exemples:

Pour résoudre un tel systéme (surtout si n > 3), on peut utiliser la méthode de Gauss. Cette méthode
consiste a effectuer des operations dites élémentaires sur les lignes pour se ramener a un systéme plus simple
a résoudre.

Proposition:

e En posant

z1 air a2 - Qg by
T2 az1 azx - Q2n by

X = , A= , B= ,
Tn an1 an2 e Ann bn

le systeéme précédent est équivalent a ’équation matricielle

AX =B

e Cette équation admet une solution unique si et seulement si | det(A) # 0 |, et dans ce cas la solution est

([ xX=47B]

Méthode de Gauss: Les opérations élémentaires sur les lignes sont

donnée par le produit de matrices

e multiplier une ligne par un scalaire
e ajouter a une ligne une autre ligne multipliée par un scalaire

Exemple

Calcul de la matrice inverse d’une matrice 2 x 2

A= (Z Z) est inversible << detA=ad—bc#0 |

L 1 d —=b
Dans ce cas, sa matrice inverse est A7l = —
det A \—c «a
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Exemples:

Calcul de l’'inverse d’une matrice 3 x 3:

Nous savons que la matrice A est inversible si et seulement si pour toute matrice Y dans Mg, le systéme
AX =Y a une seule solution. De plus A~! est la matrice du systeme A~'Y = X. Pour déterminer si A
est inversible et calculer son inverse on résout donc le systéme AX =Y, ou Y est une matrice dont tous les
coefficients sont des lettres.

Exemple

2.3 Les espaces vectoriels R, R? et R?

La droite vectorielle R, le plan vectoriel R? et I’espace vectoriel R? sont donnés respectivement par un ensemble
d’éléments appelés vecteurs munis de deux opérations : la somme et le produit par scalaire.

Définition :

1. la droite vectorielle R est I’ensemble des réels avec la somme et le produit usuels

2. le plan vectoriel R? est ’ensemble { (;) |z eR,y€ R}

t )
e pour tout <Z) , (8) € R? la somme est donnée par

()G
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e pour tout (i) € R? et k € R la multiplication par un scalaire par
x kx
kj =
( y ) ( ky )

x
3. l'espace vectoriel R? est I’ensemble y| |lzeRyeR zeR
z

x
e pourtout | y | €R3, | s | € R? la somme est donnée par
z
) =+ 2 (et z4T
4 \y+s
z r
x

e pour tout | ¥y | € R3 et k € R la multiplication par un scalaire par

T
kx
z ky

On notera les vecteurs par des symboles de la forme U,

Exemples

2.3.1 Bases de R? et R?

Définition: Une base de R? est un ensemble de deux vecteurs @ = (a) et U = (2) qui ne sont pas

colinéaires. Cette condition est équivalente & | ac —bd # 0 |

Exemples
a d g
Définition: Une base de R? est un ensemble de trois vecteurs @ = | b |, v = [ e | et @ = [ A | qui
f l

n’appartiennent pas au méme plan. Cette condition est équivalente ém‘ a(el — fh) —b(dl — fg) + c(dh — eg) # 0 ‘
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Exemples

Théoréme
1. Tout vecteur de R? s’écrit de facon unique comme une combinaison linéaire des vecteurs de la base,
c’est a dire si {u, U} est une base et m un vecteur quelconque, alors il existe des scalaires = et y tels que
m = xu + yu.
2. Tout vecteur de R? s’écrit de facon unique comme une combinaison linéaire des vecteurs de la base,
c’est & dire si {@, ¥, W} est une base et m un vecteur quelconque, alors il existe des scalaires z,y et z tels
que m = zi + yv + 2.

Exemples
x x! v
Définitions : Le produit scalaire entre deux vecteurs 4 = < ) et 4 = ( ,) deR?ouentre v= | y | et
Y Y e
x/
7 = |9y | de R? est défini par :
!
z

o i i =axx' +yy dans R? et

o U7 =z2' +yy + 22 dans R?
Exemples
. x
Définition : La norme d’un vecteur @ = <y> deR?2ouv= [y | de R? est défini par :
z

o || i |= /22 + y? dans R? et
o || 7= /2% +y% + 2% dans R3

Exemples

Définition : Deux vecteurs ¢, 7" de R2 sont

e orthogonaux si: ‘ 717 & za’+yy' =0 | clestadire

N I ' =tx oy
e colinéaires si: | ¥ =tv < , & —==|
x
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Définition : Deux vecteurs 7,7 de R® sont

e orthogonaux: | v 10 <& a2’ +yy +22/ =0

' =tx
L L, , oy oz
e colinéaires: | ¥/ =t & y =ty & ==
7=tz v Yy o
/ !
zy = yx
; N A y/ Y ’ z Y Z
alternative: | 7A U =0 & yz'=zy' & — ===
zz = z1/ r y o

2.4 Applications linéaires

2.4.1 Définition

Soient U et V les espaces vectoriels R, R? ou R?.

Définition: Une application linéaire de U dans V est une application
L:U—V, 4 L(1)

telle que pour tout «, v dans U et tout scalaire ¢t dans R

o | L(i+70) = L(@) + L(?) |

o | Lt D) =t L(D) |

Exemples d’applications linéaires:

Exemples d’applications NON linéaires:
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Rotations, réflexions et projections orthogonale de R? dans R?

. , ) z\ (cosf x—sinfy
e Rotation d’angle 6: | Roty (y) = (51110 o+ cosl y)

e Réflexion (ou symétrie orthogonale) par rapport a une droite qui forme un angle 6 avec Ox:

v (5) - (s i)

e Projections orthogonales sur R7 et Ry: | P; (x) = <l) Py (i)

(v)

U 'z +1y'y
Pry(tl) = ——v = v
=177 g
v v dr4y'y+ 2z
e Projection orthogonale dans R® det= | ¢/ | surv= |y | :| Pry(@0) = # U
o > Yy +z

1 - 0
I1xXx04+2x54+3x%x0

ex. Pr57 2 | = + + 57=27=1|2

- 3 0% + 52 + 02 0

2.4.2 Inverse d’une application linéaire

Dans cette section les lettres U, V, V', W, ... désignent R, R? ou R3.

Définition: La composée de deux applications linéaires L : U — V et L' : V — W est I'application
L'oL:U — W définie par

(L' o L)(@) = L' (L(a))

Exemple:

Définition: L’inverse, ou réciproque, de I'application linéaire L : U — V est Iapplication L~!':V — U
telle que

(@l oL)@ =i | et | (LoL @) =7

pour tout @ € U et pour tout ¥ € V. Autrement dit, si:

| L@)=7 & =L |
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Exemples:

Définition: Une application linéaire est bijective si elle a une inverse. On dit aussi qu’elle est un isomorphisme.
Delinition: 1YY ] q

2.4.3 Applications linéaires et matrices

Dans toute la suite n et m sont des entiers parmi 1,2 et 3.

Des matrices aux applications linéaires

A toute matrice A = (aij) de taille m x n, on peut lui associer 'application L : R™ — R définie par

air v Qin z1 a11x1 + -+ a1nTn

aAm1T e a T
am1 Amn Tn m1 %1+ T amnn

L’application L est une application linéaire.
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Exemples :

Des applications linéaires aux matrices

Exemple

Théoréme: Soit L : U — V et L' : V — W deux applications linéaires et A et A’ leurs matrices respectives
1. La matrice de lapplication L’ o L est la matrice A’A.

2. L est inversible si et seulement si A est inversible. Si c¢’est bien le cas, la matrice de I’application linéaire
L1 est A7L.

Exemples:

2.4.4 Isométries

Définition: Un isomorphisme L : V — V' est une isométrie s’il conserve les produits scalaires:

| L(@)- L) =17 |

Cette propriété est équivalente a demander que 'isomorphisme L préserve la norme

@) =)@l |
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Exemples

Les matrices des isométries ont des propriétés tres particulieres, ce sont des matrices orthogonales.
Définition: La transposée d’une matrice A = (aij) € Mpnn(R) est la matrice A = (aji) € Mum(R).

Exemples:

Proprieté: Si A est une matrice carrée, on a ’ det(AT) = det(A) ‘

Définition: Une matrice carrée inversible A est orthogonale si .

Exemples:

Proprietés: Si A est orthogonale, on a| det(A4) = +1 |

On distingue les

e isométries directes, données par des matrices orthogonales A avec| det(A) = +1 |, qui preservent 'orientation des angles

(rotations),

e isométries inverses, données par des matrices orthogonales A avec| det(A) = —1 |, qui inversent l'orientation des angles

(reflexions).
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4 (Géométrie

3.1 Géométrie cartésienne dans le plan

3.1.1 Coordonnées cartésiennes et polaires

On fixe un repére cartesien (0,7,7), ou O est un

point et (7,7) est une base orthonormale directe jI

(o.n.d.) de l'espace vectoriel R?, i.e. telle que 717 o

et [|7|| =17l = 1. On a alors: !

e Tout vecteur o appliqué en O s’écrit P
U

- - - . Y
comme | U=27+y7 | les scalaires x,y €

R s’appellent coordonnées cartesiennes de o
U et représentent les projections orthogo-
nales de ¥ dans les direction 7 et 7. On note:

v=1(y) |

e On appelle coordonnées cartesiennes d’'un point P le couple (z,y) € R? de coordonnées du vecteur

U= O?, et on écrit | P(z,y) |

e On appelle coordonnées polaires d’un point P le couple (r,6) ou

r=|| OP ||= /22 + 42 et

—

0 est langle (i, OP).

On a donc x =rcosf et y =rsinf.

Exemples

3.1.2 Droites

e Equation d’une droite : | A = {P(.r,y) | ax + by + ¢ = 0} (a,b) # (0,0).

A
Si b # 0 alors
a c R .
=Ty =mT ou
Y=y p
b
Si a # 0 alors ZC:—fy—E
a a

21
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e Vecteur orthogonal ou normal a A 7 = <Z>

. b o o
e Vecteur directeur de A = (—a) (ou tout autre vecteur colinéaire a celui-ci)

Droites particulieres

e Droite passant par A = (a1,a2) et de vecteur

U \\ﬁ PA
directeur orthogonal a i = v A
2
condition: ﬁ -u=0
équation: ‘ (x —a))ur + (y —a2)ug =0 ‘
e Droite passant par A = (a1,a2) et de vecteur
directeur colinéaire & 7 = (21 >: ir p A
2 A
—
condition: AP |7 < OP = 04 +1tv, teR
, s T =aj+tvn
. t : ,teR
éq. paramétrique { Y= ag + tv

) . Tr— a1 Y — a2
eq. cartesienne: —_— =
V1 V2

e Droite passant par A = (a1,a2) et B = (b, b3): %\
A

condition: ﬁ colinéaire a ﬁ

Xr — ay Yy —as

équation: =
by —ay by — az

Exemples:

3.1.3 Distance, Aire

Distance:

e d’un point P(z,y) & un point P'(z',y'):

—

dist(P, P') = | PP/|| = |OP — OP|| = /(e — /2 + (y — )2

e d’un point P(x,y) & une droite A d’éq. ax + by + ¢ = 0: on appelle P’ la projection orthogonale de P

sur la droite A, alors

) ) | ax + by + ¢ |
dist(P, A) = dist(P, P') = "X T2 T 1
B AP e
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Exemples
Aire
d’'un parallelogramme de sommets A(xa,y4), B(xp,ys), D
C(xCWyC)a D(xDayD): QC
A
Aire = | AB - AD*| = || AB A AD)||. B
Puisque AB= xBxA) ot AD= xDxA), ona ADL=( Yp~¥a , donc
YB—YA YD—YA —(zp—2a)

’ Aire = | (zp —2a)(yp —ya) — (yB —ya)(xp — z4)| ‘

Exemples

3.1.4 Coniques

C={(z.y) | az® +bay+cy? +dv+ey+ f =0} | (a,b,0) # (0,0,0).

e Cercle: ‘ (x—a)?+(y—b2=r? ‘

centre (a,b), rayonr

2 y2

) x
e Ellipse: - + ohe 1 /—
centre (0,0), axes 7 et 7. \\

A ©

¢ Hyperbole: \ T
2 2
T Y

@ ! yd

centre (0,0), axes 7 et 7,

b
asymptotes y = -z
a

i a
ou bien: | y = —
x

a>0
centre (0,0), asymptotes 7
et 7
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a>0 a<O0

/s

y=azx?+bxr+c ‘

axe parallele & 7

a>0]~— ~] a<0
oubien:‘x:agﬂ—i—by—l—c‘ ( )
axe parallele a 7 ~ —

Exemples

3.2 Géométrie dans I’espace:

3.2.1 Coordonnées cartesiennes, cylindriques et sphériques

On fixe un repére cartesien (0,7,7, %), ol O est

un point et (T,j}%) est une base orthonormale K7
directe (o.n.d.) de l'espace vectoriel R®. On a

O —
alors: 7
e Tout vecteur v appliqué en O s’écrit z
comme | T=x7+y7J+zk | les scalaires __/P
) 1
x,y, 2z € R s’appellent coordonnées carte- d y

siennes de U et représentent les projec-
tions orthogonales de ¢/ dans les direction

7,7 et k. On note: | o= (Z)

z

e On appelle coordonnées cartesiennes d’'un point P le triplet (z,y,2) € R3 de coordonnées du vecteur
U= O?, et on écrit | P(z,y,z) |

e On appelle coordonnées cylindriques d’'un point P le triplet (p, 6, z) ou
—p=Om||

—

— 0 est Pangle (i, Om)

—z=z
x = pcosf

On a donc y = psinf
z=2z

e On appelle coordonnées sphériques d’'un point P le triplet (p, 6, ¢) ou
- p=[OP||

— 0 est I'angle (i, Om)
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— ¢ est 'angle (O;n, O_P)

x = pcosfcoso
Dans ce cas on a donc y = psinfcos ¢
z = psin ¢
Exemples

3.2.2 Produit vectoriel, produit mixte

x T x
Siv= |y |, 7=y |, "=y’ | etteR, alors
z Z/ Z”
yz' —zy'
e produit vectoriel: | AV = | —x2’ + 22’
xy — yx'
e produit mixte: ’ [0, 0, 0" = z(y'2" — 2'y") —y(a'2" — 2'2") + 2(z'y" — y'z")

Exemples

3.2.3 Plans dans ’espace

W:{P(m,y,z)|ax—|—by+cz+d:0}

o)
(a7 b7 C) # (07 07 0)
a
e Vecteur orthogonal ou normalaw:7n=|[b
c
Plans particuliers
Uy
e Plan passant par A = (a1,a2,a3) et orthogonal a @ = | us
us3

condition: ﬁ -4=0

équation: ’ uy (v —ay) +uz(y —az) +uz(z —az) =0 ‘




26 CHAPTER 3. 4 GEOMETRIE

Ul Ul
e Plan passant par A = (a1,a2,a3) parallele A 0= | vo | et o' = | v}
U3 (A

condition: [ﬁ,ﬁ, 7]=0 < AP = to + t'v’

x —ay =tvy +t'v]
équation paramétrique: y — ag = tug + t'v)
z —ag = tvg + t'v4

équation cartesienne: ‘ (x — a1)(vavh — v3vh) — (y — ag)(v1vs — v3v]) + (2 — ag)(v1vh — vav]) =0 ‘

e Plan passant par A = (a1, a2,a3), B = (b1,b2,b3) et C = (¢1, ¢, c¢3):
condition: [ﬁ,zﬁH@] =0

équations: comme le cas précédent.

Exemples:

3.2.4 Droites dans 1’espace

Droite : A = 7N 7' intersection de deux

plans non paralleles o S
_ axr+by+cz+d=0
A—{P(%yaz)‘ dr+Vy+cdzt+d =0 }
o r=0 ;
e La droite d’équations Y =0 est 'axe Oz.
. i s . 3 o
e La droite d’équations 5 est parallele a 'axe Oz.
U1
e Droite passant par A = (a1,a9,a3) et parallele a 7= | vy
U3

condition: ﬁ colinéaire a ¥ & ﬁ =tU

r—a; =tu
équation paramétrique: Y —ax = tvg
z —agz = tvs

P . . r — ap Yy — as zZ —as
equation cartesienne: = =
U1 V2 U3

e Droite passant par A = (a1,a2,a3) et B = (by,bs,b3) :

by — a1
condition: ﬁ parallele a E avec zﬁ = | by —as
b3 — a3

équation: comme le cas précédent.
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Exemples:

3.2.5 Distance, volume

Distance: I
e d’un point P(z,y,z) a un point P'(z/,y,2'):

dist(P, P') = | PPl = /@ — @ P+ (=97 + (- =77 |

e d’un point P(z,y,2) au un plan 7 :ax + by + cz+d = 0: on appelle P’ la projection orthogonale de P
sur le plan 7, alors

b d
dist(P, ) = dist(P, Py = 192 £y +ez+dl
va?Z + b2+ 2

Volume

du parallelepipede de sommets A, B, C, D, etc:

Voi - |[48, 4. 2] | =

/ 1"

x T ;
Si AB — Yy ,ﬁ: y' ot AD = y" |, alors

z Z/ Z/I

‘ Vol = |x(y’z” _ Zly//) _ y(x/z// . Z/.T//) + z(w’y” _ y/x//)‘ ‘

Exemple:

3.2.6 Quadriques

Définition: Une quadrique: est donnée par une équation de la forme

0= {@y.2) | fla,y.2) =0} |

ou f(x,y,z) est un polyndéme de degré 2.

Les quadriques les plus connues:
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2 2 2 22

Cylindre: | 22 +y? =
* bylindrer| @ty - e Hyperboloide a une nappe: m——l—— - =1

e Céne: | 22+ y2 =22

e Hyperboloide a deux nappes:| — — = — — =

e Sphere: ’ 222+ 22 =12 ‘
22 2 22 e Paraboloide: m
—t5+ = =1

e Ellipsoide: b

Exemple:
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Fonctions

4.1 Fonctions usuelles

Définition: Une fonction (réelle) est un procédé qui, & tout nombre x d’une partie E de ’ensemble des
nombres réels, associe un et un seul nombre réel y € R. On note y = f(x) car elle dépend de x. Une fonction
est notée

‘f:E—)R, x—y= f(z) ‘

e Lorsqu’on spécifie pas ’ensemble E de départ, on défini le domaine (de définition) d’une fonction f comme
I’ensemble

D; = {:c €R |f(x) aun sens}

e [’'image d’une fonction f est 'ensemble

If:{y€R|y=f(:v)pourunx6Df}

Attention: une loi qui associe & x € R deux valeurs distinctes y1,y2 € R (ou plus) n’est pas une fonction.

Exemples:

4.1.1 Polynoémes, fractions, racines
Définition: On appelle “usuelles” les fonctions f : R — R suivantes:

e fonctions polynomiales, abrégé en “polynémes”:
‘ f(x)=a,+a1x+azaz?+ - +a,a" ‘ a; € R, avec .

e fractions rationnelles : ce sont les quotients de polynomes a(x) et b(x)

f(z) = Z(z)) avec | Dy = {x eR | blx) # O}

e fonctions racines : ce sont les racines k-iemes de polynomes a(x), pour k € N

f(z) = {/a(z) | défini par f(z)* = a(x)

. a(x) € R sik est impair
avec domaine | Dy = {:c €ER | < a(z) € R* i k ost pair

29
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Exemples

1.2 Fonctions circulaires

cosinus avec et | Ieos =[—1,1]
sinus avec | Dgn=R | et | Lyn=[-1,1]

ou (cos x,sin z) sont les coordonnées du
point P qui se trouve sur le cercle uni-
taire a angle x mesuré dans le sens an-

tihoraire depuis ’axe de direction 7. ﬁ .
X

g

tanx

Puisque le cercle a équation X2 +Y? =
1, si on pose X = cosx et Y =sinx on
a

Q
o
@
\
=

cos?z +sin?z =1 ‘ pour tout = € R.

tangente | f(x) =tanz =

avec

‘Dtan:{m€R|x7€k§, keZ}‘ et

1.3 Inverses des fonctions trigonométriques

arccosinus ‘ f(z)=arccosz ‘

arccos z est I’angle compris entre 0 et m qui a x comme cosinus, c.-a~-d. arccosz = 0 < x = cosf et
6 € [0, 7], alors

‘ Darccos=[—1,1] ‘ et ‘ Tarceos =[0, 7] ‘

arcsinus ‘ f(x)=arcsinx ‘

us

arcsinz est 'angle compris entre —7

0 € [-7, 3], alors

et 5 qui a x comme sinus, c-a-d. arcsinz =60 < x =sinf et

NI

| Durcsin=[=11] | et | Lurcsin=[-5,

1

arctangente ‘ f(z) = arctanx ‘

s
2

Darctan = R| et ’ Tarctan :] - ga g[ ‘

arctan x est ’angle compris entre —

et 6¢]—7%,7%], alors

et 5 qui a x comme tangente, c.-a-d. arctanx = 60 < x = tanf
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Exemples

4.1.4 Fonction exponentielle

e La fonction exponentielle, abrégé en “exponentiel”,
de base le nombre de Néper (de Euler et Napier, XVII s.)

e:nh_g;(l—i—n) —25_2,7182

n=0

est la fonction ‘ f(z) =e* =expx ‘ qui peut étre définie de plusieurs fagons :

i) c’est la seule fonction continue qui trasforme une somme en produit, exp(x + y) = exp(z) exp(y), et qui
vaut e en x = 1;

ii) c’est la seule solution de I’équation différentielle f'(z) = f(x)
qui vaut 1 en z = 0;

= 1
iii) comme somme de série e* = E —z".

On a ‘ Dep =R ‘ et ‘ Texp =]0, 00] ‘

4.1.5 Fonction logarithme

e La fonction logarithme naturel, abrégé en “logarithme”, est la fonction | f(z) =1Ilnzx |telle que

hex=y < e=u.
Elle peut également étre définie des fagons suivantes :

i) c’est la seule fonction continue qui trasforme un produit en somme, In(xy) = In(z) + In(y), et qui vaut 1
en x = e;

1
ii) c’est la seule primitive de la fonction z+— — quivaut 0 en z = 1.
—_ x

Ona | Dy =]0,00[ | et | 1, =R |

4.1.6 Fonctions hyperboliques

et +e "

e cosinus hyperbolique f(z) =chz = cosha = 5

avec | Doy =R | et | I, =[1,00]
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e sinus hyperbolique | f(z) =shz =sinhz = ¢ Dy =R | et | I =R

On a
‘ ch?z —sh?z =1 ‘pour tout x € R,

donc (chz,shz) sont les coordonnées des
points P qui se trouvent sur la branche droite
de I’hyperbole d’équation X2 — Y2 =1

e tangente hyperbolique

h
f(ac):thac:tanhac:B avec et

chzx

Itan:]_ 1; 1[

4.2 Graphes
Définition: Le graphe d’une fonction f est I’ensemble des points du plan
ry={(@y er?|ze Dy, y=fla) }

:{(x,f(x))6R2|xeDf}CR2

En regardant le graphe d’une fonction on peut déduire quel est son domaine, son image et ses proprietés
importantes.

Le graphe des fonctions usuelles est a connailtre par coeur.

4.2.1 Graphes des fonctions usuelles (4 connaitre)

f@)=c f(@) = o f(@) = o

NS

flz) Q f(=@) 1 1/2? f(@) Hl/js
B gé LL;
f(z) = |z| f(z) = |23 f(z) =1/

8
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A\

\ﬂ\””\/\/w

f(x) = arcsin(x) f(x) = arccos(x) f(x) = arctan(z)

f(2) = sin(z) f(@) = cos(x) f(z) = tan(z)

N

f(x) = sinh(x) f(x) = cosh(z)

4.2.2 Fonctions croissantes, decroissantes, monotones
La premiere proprieté qu’on voit sur le graphe est la croissance.
Définition: Soit f : R — R une fonction et D C Dy. On dit que:

e f est strictement croissante sur D si W,
pour tout z,y € D tels que * < y on a A

fl@) <fy) |

e f est strictement décroissante sur D si \
pour tout z,y € D tels que * < y on a —I =

f@)>[y) |

e f est constante sur D si pour tout =,y € D on

a7 = 1) | -

Si on n’indique pas ’ensemble D, on sous-entend qu’on parle de tout le domaine de définition Dy.

33

e f est strictement monotone si elle est partout strictement croissante ou partout strictement décroissante

sur Dy.

Remarque : L’appellatif strictement peut étre omis si on consideére des inégalités larges < et >.

Exemples:

e Les polynomes x™ sont
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1

xmn

Les fractions sont

e Les racines {/z sont

e Les fonctions circulaires sinx et cosx

La tangente tan

e Les fonctions arcsin x et arctan x sont
alors que arccos x est

e L’exponentiel e” et le logarithme In z sont

e Les fonctions hyperboliques sinh x et tanh z sont

alors que cosh x est

4.2.3 Fonctions convexes et concaves
La deuxiéme proprieté qu’on voit sur le graphe est la convexité.

Définition: Soit f : R — R une fonction et D C Dy. On dit que:

f est convexe sur D si elle a la forme \_/
e —

f est concave sur D si elle a la forme

A

Si on n’indique pas ’ensemble D, on sous-entend qu’on parle de tout le domaine de définition Dy.
Exemples:

Les polynoémes x™ et les fractions %n sont

Les racines /z sont

e L’exponentiel e” est

Le logarithme In x est

4.2.4 Fonctions paires, impaires et périodiques
La troisiéeme proprieté qu’on voit sur le graphe est la symétrie.

Définition: Soit f : R — R une fonction. On dit que:

e [ est paire si ‘ f(=z) = f(x) ‘ pour
tout x € Dy (symétrie axiale). mm‘ / \ ”'\N
e [ est impaire si ‘ f(=z)=—f(x) ‘

pour tout x € Dy (symétrie centrale). IW\}AV%

e f est périodique de période p si
‘ flx+p) = f(x) ‘pourtout x€ Dy
(symétrie par translation).
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Exemples:

e Les polynomes z" et les fractions w% sont des fonctions

e Les fonctions sinz et tan z sont
et cosx est
Toutes les trois sont périodiques: sinx et cosz de période
et tan x de période

4.2.5 Exercice

Exercice: Pour les fonctions suivantes, dessiner le graphe, préciser le domaine de définition et si elles sont
monoténes (croissantes ou decroissantes), paires ou impaires et périodiques.

o f(r)=2lnx+1

Réponse: Le graphe de f(z) = 2Inz + 1 se trouve en dilatant par 2 le graphe de z — Inx et en décalant
tout de +1:

In(z) f(x) =2In(z) +1

/ x ! T

Le domaine de f est Dy ={z € R |z >0} =]0,00[.

La fonction f est monotdne croissante, ni paire ni impaire.

—_

e u(f) =cos(20) — 1

Réponse: Le graphe de u(f) = cos(260) — 1 se trouve en décalant de —1 le graphe de la fonction f(z) = cosx
ou z = 26:

cos(x)

Le domaine de w est D, ={0 €R |20 € R} =R.
La fonction u n’est pas monotone, et elle est paire.

Elle est clairement périodique de période 7:

u(f + ) =cos (2(0 + 7)) — 1 =cos(20 + 2m) — 1
= cos(20) — 1 = u(0).

o z(t)=—vt—1

Réponse: Le graphe de z(t) = —/f — 1 se trouve par étapes: on dessine la fonction v/¢, on décale la variable
independante de t & ¢t — 1 en bougéant I’axe vertical de —1 en horizontal, enfin on prend son opposé —/t — 1.

Vi t—

.
I
—~
~+
~
Il
|
o~
I
fu—y

o~
o~
o+
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Le domaine de la fonction z est D, ={te€R|t—1>0}=[1,00[.
La fonction z est monotone décroissante, elle n’est ni paire ni
impaire.

4.3 Opérations

Définition: Soient f,g: R — R deux fonctions, et ¢t € R.

e addition: ‘ (f+9)(x)=f(z)+g(x) ‘ avec domaine

Diyyg={xzeR|zeDsetxe Dy} =DsND,

e La composée de deux fonctions = — f(x) et y — g(y) est la fonction g o f définie par

(go Nx)=g(f(z))

avec domaine | Dgoy = {x € Dy | f(z) € Dy}

La composition peut étre vue comme ’enchainement des fonctions 'une apres 'autre:

z — f(z) — g(f(2))
\_/
(gof)z) R—=R

ou également comme la substitution de la variable y, dans ¢(y), par la valeur y = f(z).

Exemple:

Proprietés:

e La composition est associative: | (hog)o f=ho(go f)
mais elle n’est pas commutative: | go f # fog |en général.

Exemple: Si f(z) =22 g(y)=siny et h(z)=Inz, ona

(hog)(y) =In(siny) donc ((h og)o f) (z) = ln(sin(a:Q))
(go f)(z) = sin(z?) donc (ho(go f))(z)= In(sin(z?))

ot (g0 )(@) = sin(a®) mais (fog)(y) = (siny)®.

e La fonction identité m, avec domaine D;q = R, est une unité pour la Composition:‘ foid=ido f=f ‘

4.4 Réciproques

Définition: La réciproque dune fonction x + f(x) est la fonction y — f~1(y) telle que

o [For o

c’est-a-dire telle que

S (@) = ———
pour tout = € et s 1(y)) =Y
Dy pour tout y € I




4.4. RECIPROQUES 37

ce qui peut étre resumé en une seule assertion:

Ceci implique que | Dy = Iy ‘ et ‘ Iy = Dy ‘

En conclusion, on peut visualiser la réciproque comme ceci:
Dy =1Ip /ﬁ\‘lf:fol
z=f"'(y) y=f(z)

f—l

Exemples :

4.4.1 Proprietés des réciproques

Théoréme: Soit f une fonction continue sur un intervalle I de R. On note J = f(I). Si f : 1 — J est
strictement monotone alors elle est inversible.

Idée de la preuve :  En effet, si f n’est pas strictement monotone, il existe deux points distincts x; et xo
qui donnent la méme valeur y = f(x1) = f(x2).

Dans ce cas, comment va-t-on définir la réciproque f~! au point y, f~1(y) = 1 ou bien f~1(y) = 227 Ce
choix est impossible.

Proprietés:

e Si f est strictement monotone et on note I'y son graphe, la réciproque f ~1 est aussi strictement monoténe et
son graphe est I’image miroir de I'y par rapport a la droite y = x.

f(x)

e La réciproque de la réciproque de f est f: (f_l)_1 =f

4.4.2 Réciproque des fonctions non monotones
Probléeme:

e Les polynomes z™ de puissance impaire et I’exponentielle e” sont continues et monotones et admettent une
réciproque, respectivement les racines /x d’ordre impair et le logarithme In x:

‘:c:\"/ﬂ <— z":y‘
‘x:lny <— em:y‘
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e Les polynémes z™ de puissance paire et les fonctions circulaires sin x, cos x et tan z n’admettent donc pas de
réciproque! Que faire?

Astuce: Siune fonction f n’est pas monotone, on peut restreindre son domaine de définition & un ensemble
D C Dy tel que

i) f soit continue et monotone sur D,
ii) f(D)=1Is.

Cette fonction “a domaine restreint” ‘ f:DCDy— 1y ‘ admet bien une réciproque “a image restreinte”:

;DD |

Exemples:

e Les polynomes z" de puissance paire restreints & 'ensemble [0, co[C R ont comme réciproque les racines {/x
d’ordre pair:

‘a::"y = " =y et xZO‘

332 332 \/g
Ex.: W V V
Yy

\ T \ T ‘

e Les fonctions circulaires sin z, cos = et tan x, opportunement restreintes, ont comme réciproque les fonctions arc
arcsin x, arccos x et arctan x:

‘ x = arcsiny = sinz=y et z€[-7n/2,7/2] ‘
‘ & = arccosy = cost=y et x€l0,m] ‘
‘ x = arctany = tanz =y et xz€]—7/2,7/2| ‘
sinz sinx arcsin y
Ex.: T T




Chapter 5
Dérivées

5.1 Continuité

Idée de la limite : Soit f : R — R une fonction de la variable z. La limite de f lorsque z tend vers x,

notée | lim f(z) |, est la
T—rT0o

valeur & laquelle tend f(x) quand x s’approche de zg (sans le toucher). Cette limite peut étre un nombre réel,
+00, ou ne pas exister.

Exemple :

Définition Soit f: R — R une fonction de la variable . On dit que

e f est continue en un point a € Dy si

lim f(z) = f(a)

r—a

e f est continue si elle 'est en tout point a € Dy.

_ L~ b5

/ / a / a
continue non continue en a non continue en a
lim f(z) n’existe pas lim f(z) # f(a)
T—a T—a

Proposition:
1. Les fonctions usuelles sont continues sur leur domaine de définition.

2. La somme, produit et composée de fonctions continues est continue.

5.2 Fonctions dérivables

Définition Soit f : R — R une fonction de la variable z.

39
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e On appelle dérivée de f en a € Dy la limite

f(@)=f(a)

Tr—a

flath)—f(a)

= limp, ¢ 7 )

limg 4

si cette limite existe et c’est un nombre réel. Dans ce cas, on dit que f est dérivable en a et on note cette

limite ;l—‘i(a) ou f'(a).

e On dit que f est dérivable sur D C Dy si elle I'est en tout point a € D.

e Si f est dérivable sur D, la fonction dérivée est la fonction

df

dx:f’:D%R, x— f(x).

Exemple: Si f(z) = 22

Remarque: Une fonction dérivable est continue, le contraire est faux: il y a des fonctions continues qui ne sont
pas dérivables.

/

a a
non continue en a continue, non dérivable en a dérivable

Proposition:

1. Les fonctions usuelles (ch. 4) sont dérivables, sauf les racines /z d’ordre n pair, en x = 0.

2. La somme, produit et composée de fonctions dérivables est dérivable.

Exemples:
o f(z) =322 +sin(va3 — 1) +1In(32% + 1) est dérivable sur

e La valeur absolue



5.3. DROITE TANGENTE ET CROISSANCE

5.3 Droite tangente et croissance

Proposition: Si f est dérivable en a,
alors le graphe I'; a une droite tangente
A, au point (a, f(a)), d’équation

| y=f'(@)(@—a)+ f(a) |

et on a ’ f'(a) =tanf, |, ou 6, est
Pangle formé par la droite tangente A,

a partir de l'axe Oz.

Exemple :

Par conséquent, la dérivée donne un critére pour établir la croissance d’une fonction dérivable.

Proposition: Si f est une fonction dérivable en z, on a:

’ f est croissante en x ‘ & 0, <72 & ’ f'(z) =tanf, >0 ‘

’ f est décroissante en x ‘ & m/2<0, <1 & ’ f'(x) =tanb, <0 ‘

5.4 Dérivée des fonctions usuelles (par coeur !)

f(z) f'(z)
T n " !
1 1
n gntl

5

8

Il
8
3=

S
8
3=
L
|

3

3

8

3

1

sinx cosT
CcoST —sinx
1 2
tanz — = 1+ tan®x
cos? x
er e’
1
Inx —
T
. 1
arcsin x _—
V1—22
1
arccos x _
V1—22
; 1
arctan x
1422
sinh z cosh x
cosh x sinh x
1 2
tanh z = 1—tanh“z

cosh? z

41
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5.5 Propriétés de la dérivée

Proposition: Si f et g sont dérivables en x € R, et t € R, on a:

L L (@) 4 0@) = £@) + @)

d /
2. %(tf(x)) =tf'(x)

3. %(f(x)g(z)) = f'(z) g(z) + f(z) g'(x) régle de Leibniz
i d (1 \_ [

4. si f(z) #0,0on a - (f(@) e
: d J\T "(x x)— f(x "x

5. si g(z) #0, on a dx(;(;;) _ @) g( 3@)5( ) g (x)

Exemples:

5.6 Dérivée des fonctions composées

Proposition: Soit f une fonction dérivable en z, g une fonction dérivable en y = f(x) et g o f la composée.
Alors:

1.

(go f)(z) = & (9(f()) = ' (f(2)) f'(2)

2. si f admet la réciproque f~! et y = f(x) # 0, alors

Exemples:



5.7. EXTREMA LOCAUX

5.7 Extrema locaux

5.7.1 Points critiques

Définition: Soit f une fonction dérivable en a € Dy. Le point a s’appelle point critique de f si

Dans ce cas, la tangente A, est la droite horizontale

Exemples: Le graphe de la fonction
@) = (@-1)?+1

est une parabole. Ona f'(z) =2(z — 1),
donc a = 1 est un point critique de f.
La droite tangente A,, qui a équation

y=0(x—-1)+1=1,

est bien horizontale.

f(a)

43

fa)=0 |

y = f(a)

5.7.2 Extrema locaux et points d’inflexion

Les points critiques peuvent étre de trois types:

Définition: Soit f : R — R une fonction et @ € Dy. On dit que

e f a un minimum local en a si
f(x) > f(a)

(f est convexe autour de a).

pour tout x proche de a

e f a un maximum local en a si

f(@) < f(a)

(f est concave autour de a).

pour tout x proche de a

/[

~

>

minimum local

N

Lo

maximum local

Les minima et maxima locaux s’appellent aussi extrema locaux.

Bl

point d’inflexion

S

point d’inflexion

e f a un point d’inflexion
en a si, au point (a,f(a)),
le graphe I'y change de concavité
ou autrement
le graphe I'y traverse la droite
tangente A,.

dit

Cela peut arriver aussi quand la droite
tangente A, n’est pas horizontale.

Pour distinguer ces trois types de points on a besoin des dérivées

supérieures.

5.7.3 Dérivées d’ordre supérieur

Définition:

e Pour tout n € N, on appelle dérivée d’ordre n de f la fonction

= fM(z) =

dnf

don ) = % <j;v (

que l'on obtient en dérivant f successivement n fois.

)
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e Sila fonction f(™) est bien définie sur D C Dy, on dit que f est dérivable n fois sur D. Si cela arrive pour
tout n € N, on dit que f est lisse ou de classe C*°.

Exemples:

Critére pour établir la nature d’un point critique :

Théoréme: Soit : R — R une fonction lisse sur D et soit a € D un point critique (f’(a) = 0). Alors:

i) f est constante autour de a ssi toutes les dérivées de f s’annullent en a, c.-a-d. [ (a) =0 pour tout k €
N.

ii) Sinon, soit n I'ordre de la premiere dérivée de f non nulle en a, c-a-d. que f™(a) #0 et f*(a) =0
pour tout k < n:

— a est un minimum local ssi n est pair et (™ (a) > 0,

— a est un maximum local ssi n est pair et £ (a) < 0,

— a est un point d’inflexion ssi n est impair.

En particulier, si a est un point critique (f'(a) = 0), on a:

e Si f”(a) > 0, alors a est un minimum local.
e Si f”(a) <0, alors a est un maximum local.
(

e Si f”(a) =0 (a s’appelle point plat), pour connaitre la nature
de a il faut regarder les dérivées d’ordre supérieur.

Exemple

Trouver les points critiques de la fonction

3

f(x):ma
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et détérminer s’ils sont des extrema locaux ou des points d’inflexion.

En effet, le graphe de f est:

5.8 Polynéme de Taylor et approximations

5.8.1 Définition

Théoréme: Toute fonction f : R — R dérivable n fois en un point a peut étre approximée en tout point x proche de a
par un polynoéme de degré n dont les coefficients dépendent uniquement des dérivées de f en a, qui s’appelle
polynéme de Taylor d’ordre n de f en a:

T2 f(2) = f(a)+Fla)(—a)+ 1 " (a)(w—a)+-- -+ Fa) (e—a)" |

Le niveau d’approximation est mésuré par le reste

| Rif(@) = f(o) -T2 f() |

qui tend vers 0 lorsque x — a.

Exemple: Voici les graphes de
f(z) =¢€" (en bleu)

et de son polynéome de Taylor d’ordre 2 en s
a=0
Tef(x) =1+ +2%/2 (en rouge).

Les restes en x = 1 et en = 0.1 valent:

R:f(1)=e— (1 +1+4+1/2) ~ —0.83 (mauvaise approximation)
R2£(0.1) = e*! — (14 0.1 4 0.01/2) ~ —0.0018 (bonne approximation)
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5.8.2 Polynoémes de Taylor importants (autour de 0)

f(x) T3 f ()
1
l—z+a2? -2+ 4+ (=1)"2"
1+
1
. l+z+a? 423+ +a
1 1) (o —
(1+2z) 1+Ozw+a(a2 ) 24 ala )n' (@=n) "
1 1, 13 @n— 1)
[ 1 Z 2 - Y4 2n
N Tt et "
1 1 1
i _ 3 5 n 2n—1
i S A TR AN e TR Y]
1 2 1 4 n 1 2n
cos 1—535 —l—ﬂm +-o 4 (=1) (2n)!x
T 1 2 1 3 1 n
€ 1+x+§x tgri ot
In(1+ x) x— lxz + 1m3 +-+ (—1)”lx”
2 3 n
1 1 1
In(1 — 2 ~ 3 P )
n(l —x) x—|—2x +3m + —l—nx

Exercice: Trouver le polynome de Taylor a 'ordre 2 de la fonction

autour des points a =0 et b = 1.

5.8.3 Estimation du reste

Rappel: Le théoreme de Taylor garantit que si f est dérivable n fois autour de a, alors il existe un polynome

T f(x) qui est une bonne approximation de f quand z — a, c’est-a-dire tel que

fa) =T f@) + Ryf(x) avec  lim B f(x) = 0.

Formule de Young: Le reste R" f(z) est négligéable par rapport au polynéme de Taylor:

Ryf(z)=o((z—a)") |

o(h
ot o(h) est une fonction qui tend vers 0 plus vite que h, c’est a dire }llinb Q =0.
—

Formule de Lagrange: Si f est dérivable n + 1 fois au point a, alors pour tout x proche de « il existe une
valeur ¢ comprise entre a et x telle que

R f(2) = ok £ () (w—a)
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Intégrales

6.1 Primitives

Définition: Soit f : [a,b] — R une fonction. Une primitive de f sur [a,b] est une fonction F' : [a,b] — R
dérivable, telle que

F'(xz) = f(x) | pour tout x€ [a,b].

On note F(x) = /f(m) dx.
Remarque: Toute autre primitive de f differe de F' par une constante.

Exemples :

6.2 Somme de Riemann d’une fonction et aire

Définition — Soit f : [a,b] — R une fonction.

e Une subdivision S, de [a, b] est une partition de 'intervalle I = [a,b] en n intervalles I; = [a;_1, a;] (pour
it =1,...,n) de longueur § = b_T“, avec ag = a et a, = b.

a = ag ai a2 as as as e an =0b
—— & & & e & &
—
5 R

e Pour tout choix de n points z; € I;

a=ag a1 az as a4 as an =0>0

e | e | o | el e e e

sl T2 T3 T4 x5 R

47
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on appelle somme de Riemann de f la somme

Ro(f;{zi}) = Zf(m 5

Chaque terme f(z;) ¢ est 'aire algébrique (= + aire) du rectangle de base I; et hauteur f(x;).

Exemple :

Définition :

e Sila limite lim R, (f;{x;}) existe, c’est un nombre réel et elle est indépendante du choix des points z;, on
n— o0

lappelle intégrale de Riemann de f sur [a, b]:

f(z)

b
[ f@rdo =t (£ )

tout xz;

et on dit que f est intégrable au sens de Riemann sur [a, b].

a b
e Toujours pour a < b, on pose aussi / f(z)dz = —/ f(z)dx
b a

Théoréme : Les fonctions continues et celles a forme d’escalier sont intégrables.

Remarque

b
° / f(x)dx = aire “algébrique” sous le graphe de f

b
. / |f(z)|dx = aire sous le graphe de f (positive)
a

y=I@ g p =1 1f1
J’:\\ =+ s + N

Exemple: L’aire du disque

D={(z,y) eR* | 2” +y* <1}

se calcule comme une intégrale:

Proprietés:

b
1. /0da:=0
a

b
2. / dx = b — a = longueur de [a, b]
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3. /abf(x)d;v:/acf(x)dx—l—/cbf(x)dx

b b
4. Si f(x) < g(x) pour tout x € [a,b]: / flx)de < / g(x)dx

/abf(x)dx

6.3 Relation entre intégrale et primitives

b
5. <[5l ds

Théoréme fondamental du calcul intégral : Soit f une fonction intégrable au sens de Riemann sur [a, b].
Alors, pour tout ¢ € R, la fonction F : [a,b] — R définie en tout x € [a, b] par

F(;c):/zf(t)dt—l-c

est une primitive de f (i.e. F'(x) = f(z)) telle que F(a) = c.
En mots: aire sous le graphe de f entre a et 2 donne une primitive F(z).

Corollaire: On peut donc calculer I'intégrale de f si on connait une primitive F' de f, avec la formule

b b
/f(:r)dx:/ F'(z)de = F(b) — F(a) = [F(x)],

Exemple :

Il ne reste plus qu’a apprendre les techniques d’intégration pour trouver la primitive.

6.4 Calcul de primitives et intégrales

Pour calculer les primitives et les intégrales, on part des cas connus et on modifie la fonction a intégrer en
utilisant les théoremes suivants.

6.4.1 Intégrer une somme de fonctions

Théoréme :

o | Jos@ ng@)de=x [s)do s [gfa)do

. /ab(kf(%)Jrug(ﬂc))dfv=A/abf(%)dacJr/wt/abg(%)dm

Exemples :
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6.4.2 Intégration par parties
On utilise cette méthode pour intégrer certains produits de fonctions

Théoréeme (Intégration par parties) :

. /ﬂwymezﬂmm@—/}hﬂmwm

o | [t =@ o] - [ resea

Exemples:

6.4.3 Changement de variable
On utilise cette méthode si la foncion a intégrer est une composée de fonctions.

Définition : Un changement de variable de z € [a,b] en t € [a, 3] est I'expression de z comme fonction de
t:
x = h(t)

olt h:la, 8] — [a, b] est une fonction dérivable (sauf en a et 3) avec réciproque h~':[a,b] — [, §] aussi dérivable
(sauf en a et b), qui exprime ¢t comme fonction de x:

On aalors: | de=H(t)dt | et | dt=(h})

Exemple :

Théoréme :

L [r@ae= [reoyrom]

2)

b h=1(b)
2. /f(x)dx:/hl() F(h(0) () dt
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3. /f(h(x)) h'(z) dx:/f(u) du

u=h(z)

R(b)

4 t[}@@nwmmxzé

(a)

fw) du

Exemple :

Exercice: Calculer l'aire du disque D = {(z,y) € R? | 2% +y? < 1}

6.4.4 Intégrales des fonctions circulaires

Regle 1 :

. /ﬂmmk@mM:/f@ﬁ

t=sinx

. /ﬂmmﬁmmmZ—/ﬂﬂﬁ

t=cosx

t =sinz
avec
dt = cosx dx
t =cosx
avec

dt =—sinx dx

Exemples:

Regle 2 : Dans les autres cas, on pose

t =tan(x/2) |, et on a:

COST =

1—¢2
1+¢2

2t _
, sine = 75 et dxr =

_2
I+t2

dt |

o1
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Exemple : [ -1 dx

sin x

6.4.5 Fractions rationnelles

Définition : Une fraction rationnelle est le quotient | f(z) = ggz; de deux polynomes P(z) et Q(z).

Pour calculer la primitive d’une fraction rationnelle on se ramene aux quatre cas qu’on connait :

1
a) /;dmzlnx

1 1
b) sinZQ:/—d:z::f
:Lrn

(n—1)an1

1
c) / dx = arctanx

1+ 22
. 1 x (27173)/ 1 ) ) )
d)sin > 2: ———dx = + dx (intégration par parties, a
Jsin 2 /(1?@2)“ =D+ 2n=1) ) (a2t e (ntée bat b
partir de /W dfl])

ler cas : deg P < deg(@
Reégle 1 : Dans les cas suivants, qu’on appelle éléments simples, on pose t = u(x) et dt = v'(z) da:

a) / u(z) dr = Inu(z)

u(x)
Exemple :
. u'(x) 1
b > 2: dr = —
yanz| [ =
Exemple

u' () _
c) / T u(@)? dx = arctan u(x)

Exemple :

d) sin>2: ——— "~ dx =--- |trop long, on 'omet.
yanzz| [ty b lons




6.4. CALCUL DE PRIMITIVES ET INTEGRALES 593

Reégle 2:
Dans tout autre cas ou deg P < deg @, le dénominateur Q(x) n’est pas irréductible, car les polynémes réels
irréductibles sont:

e de degré 1 de la forme az+b = u(z) avec v/(z) =a = cas a),

e de degré 2 de la forme c((az+b)?+1) = c(u(x)?+1) = casb).

On factorise Q(x) en polyndémes irréductibles:

[Q@) = Qi)™ Qale)™ - Qo (@)™

La primitive/ggg

forme a), b), ¢) ou d). La difficulté est maintenant de trouver la décomposition en éléments simples....

dz s’écrit alors apres un changement de variable comme somme d’éléments simples, de la

Exemples et astuces:
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2éme cas: deg P > deg

CHAPTER 6. INTEGRALES

Reégle 3: En utilisant 1’algorithme de division euclidienne pour les polynomes, on divise P(x) par Q(z) et
on trouve un quotient de la division S(x) et un reste R(z) tel que R = 0 ou deg R < deg ). On peut donc écrire

| P(z) = Q(z)S(z) + R() |
et
P() _ Q@)S(@) + Rx) _ ¢\ R()
A - Qw W gy
Par conséquent, on a
P@) [ orges [ B@ 4
/@mdm‘/“ )d +/Q($)d ’

ou

. / S(x) dz est facile & calculer car S(x) est un polyndme.

R(z
° / QE ; dx est une fraction comme dans le premier cas et on utilise les regles 1 ou 2.
x

Exemples :
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Equations différentielles

7.1 Ordre, linéarité, homogénéité

Définition : Une équation différentielle (e.d.) est une équation dont l'inconnue est une fonction réelle y :
x — y(z), de variable z, de la forme

(E) F(z,y(@),y' (@), ...y (2)) = 0

ou F est une expression quelconque réliant la variable z, la fonction y et ses dérivées ', 3, etc (aussi inconnues),
jusqu’a un ordre maximale de dérivation n > 1 qui s’appelle ordre de 1’e.d (E).

Exemples :

But : résoudre 'e.d. (E), c’est-a-dire trouver la fonction inconnue y qui satisfait (F). La méthode dépend
des caractéristiques de ’e.d.

7.1.1 Equations différentielles linéaires et coefficients

Définition :

e L'e.d. (E) est dite polynémiale (de degré d) si F' est un polynéme (de degré d) dans les inconnues v, ¢/,...,y™
dont les coefficients sont des fonctions de . En particulier, (F) est linéaire si F' est un polynéme de degré
1.

e Si (E) est polynomiale, on appelle coefficients de (E) les facteurs des inconnues y, 3//,...,y™. Ce sont des
fonctions de la variable x, éventuellement constantes.

55
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Exemples :

7.1.2 Equations différentielles homogénes
Définition :

e On appelle second membre de (F) le terme (sommant) qui ne contient aucune inconnue y, Yo y™. Cest
une fonction de z, qui peut étre constante et méme nulle. Si le second membre est nul l'e.d. (F) est dite
homogeéne.

Exemples :

e On appelle équation homogeéne associée a (E) I'équation (Ey) obtenue en supprimant le second membre.

Si (E) est homogene, on a (Ey) = (E).

Exemples :

Exercice: Pour les équations différentielles (E) swivantes, dire quel est lordre, si elles sont linéaires, quels
sont les coefficients, si elles sont homogénes ou quel est I’équation homogéne associée (Ey).

o (B): (z+ 1)y (z) +2?y(z) +2° =0
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7.2 Equations différentielles du ler ordre linéaires

But : résoudre ’e.d. du ler ordre linéaire

(B) | ¢(2) = a(@)y() +b) |

ou a et b sont des fonctions continues sur D = D,NDy C R.

Théoréme 1 : Les solutions y(z) de (E) sont les fonctions de la forme

‘ y(x) = yo(x) + yp(z) ‘ définies pour = € D,

ol yo(x) est une solution générale de 1’e.d. homogene (Ey),
et yp(z) est une solution particuliere de I'e.d. (E).

Nota: Une solution générale dépend d’un parametre réel A qui détérmine toutes les solutions possibles de
I’équation. Tout choix de A donne une solution.

Une solution particuliere ne dépend d’aucun parametre et n’exclut pas qu’il existe des solutions de forme
apparemment différente.

7.2.1 Solution générale de I’équation homogene

Théoréme 2 : La solution générale de (Ep) ‘ Yy (x) = a(x) y(z) ‘ est la fonction

‘ yo(z) = XeA® ‘ pour tout A € R

ou A(x)= /a(a:) dx est une primitive de a(z).

Preuve: On écrit (Ep) comme 2 ()

e = a(z) (7.1)

et on integre en x pour calculer les primitives a gauche et a droite.
A gauche, en utilisant le changement de variable u = y(x), avec du = y'(z) dx, on obtient:

ZACI ny(x)+c
/y(z) dz =Iny(z) + c1.

A droite, on a:
/a(x) dx = A(x) + ca.

De ’égalité (7.1) suit alors

Iny(z) = A(z)+c et donc y(z) =@ Fe= ceA@= )\ A®),
Exemple de solution générale : L’équation homogene ¢'(x) +sinz y(z) =0 s'écrit
(Eo)  ¢(2) = —sinz y(x)

et a donc comme solution

Voici le graphe de yo pour plusieurs valeurs de A positives et négatives:

Sie
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7.2.2 Solution particuliere de ’équation complete

Théoréme 3 : L’ed. (E) : ¢'(x) = a(x)y(z) + b(z) a une solution particuliere de la forme

yp(z) = A(z) e | (variation de la constante),

ot A(z) = / a(z) dz ot | A(z) = / ebff)) do

Preuve: Cherchons A(z) telle que y,(z) = A(t) eA(®) soit solution de (E).
Dans (E), on remplace y,(z) = A\(z) eA(®) et

yp(x) = N (x) @) 4 \(z) A (2) A

ou A'(x) = a(x).
On trouve:
(E) & N(@)e™® £ X\(2)a(z) e = a(z) A\z) ™ + b(x)
& N(z)et™ =b(z)

e N@) =29 o w= / o) oo

B eA(w)

Conclusion: | y(z) = yo(z) + yp(z) = <>\ +/ A(z) dx) M N ER.
e x

Exemple de solution particuliére Soit (F) : ¢/(x) +sinz y(z) =sinz

7.2.3 Condition initiale

But : résoudre une e.d. du ler ordre linéaire avec une condition initiale

y'(z) = a(z) y(x) + b(z)
(EC)

y(w1) =y

Théoréme 4 : Le systéme (EC) a une solution unique

y(x) = <)\1 + / :f@) dx) A@)

ol A est la valeur de A que 'on obtient en impostant la condition (C') y(z1) =y aux solutions y(z) de (E)
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dépendent de A.
y'(x) +sinz y(x) = sinz

Exemple: L’e.d. avec condition initiale (EC)
y(0) =2

7.3 Equa. diff. du ler ordre non linéaires

Remarque : Pour une e.d. du ler ordre non linéaire de la forme générale | ¢/ (x) = F(x, y(:c)) il n’existe pas

toujours une méthode de résolution. On consideére un cas résoluble qui couvre plusieurs exemples en physique.

But : résoudre une e.d. du ler ordre & variables séparées

(E) y'(z) = a(y(x)) b(x)

ou a est une fonction continue.

Théoréme : Soit A une primitive de la fonction 1/a et A~! sa réciproque. Alors une solution y(z) de (E) est

ylz) =A"1 (/ b(x)dx + /\> pour tout A € R.

Preuve: On écrit (E) comme aG@) = b(x) et on integre en z avec le changement de variable u = y(z):

d’ou suit le résultat.
Exemples:

o (B) ¢'(x)=2xy(x)”

7.4 Equations différentielles linéaires du second ordre a coefficients
constants

But : résoudre ’e.d. du 2éme ordre linéaire

(B) | y'@)+ay (@) +ay@) =b) |
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ol ap,a; € R sont constantes et b est une fonction continue sur D.

Théoréme 1 : Les solutions y(z) de (E) sont les fonctions de la forme

‘ y(z) = yo(x) + yp(2) ‘ définies pour z € D,

ol yo(x) est une solution générale de 1’e.d. homogene (Ey),
et yp(z) est une solution particuliere de I'e.d. (E).

Nota: Une solution générale dépend de deux parameétres réels A et p qui détérminent toutes les solutions
possibles de ’équation. Tout choix de A et u donne une solution.

Une solution particuliere ne dépend d’aucun parametre et n’exclut pas qu’il existe des solutions de forme
apparemment différente.

7.4.1 Solution générale de I’équation homogene

Théoréme 2 : La solution générale de I’équation homogene

(Eo) ‘ v +a1y +agy =0

dépend des racines du polynéme caractéristique
P(X)=X?+a; X + ao,

c’est-a-dire les solutions z € C de I'équation P(z)=2z2+aiz+ag = 0:

e Si P(X) a deux racines réelles distinctes 71,72 € R, alors

‘ yo(t) = Ne™® 4 per2® ‘ A\ ER.

e Si P(X) a une racine réelle double r € R, alors

A peR

| vo) = A+ pa)er

e Si P(X) a deux racines complexes, elles sont forcement conjuguées, c’est-a-dire de la forme r +is € C (cf.
ch.1), alors

yo(z) = (X cos(sz) + psin(sz))e™™ | A\ peR.

Exemples :

e (Eo) y'(z)—3y'(x) —10y(z) =0

o 4y"(z) + 4y (z) + y(x) = 0
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e (Ey) u”(0)—6u'(0)+13u(d) =0

7.4.2 Solution particuliere, second membre simple

Remarque : Pour trouver une solution particuliere de I’e.d. (E), avec second membre, il existe la méthode de
la variation des constantes A et p dans la solution générale yy de (Fy), mais pour les e.d. du 2éme ordre cette
méthode est compliquée, nous traitons des cas particuliers.

But : Trouver une solution particuliere de ’e.d.

(B) [ y'(@)+ay(@)+aoy(@) =bi(e) +-+bi(a) |

quand le second membre est la somme de termes de la forme

bi(z) = P(z) e™® (K cos(Bz) + K» sin(Bz)) |,

ou P(x) est un polynéme et o, 8, K7 et Ko sont des constantes.

Exemple :

Théoréme 3 : La solution particuliere de (E) est la somme

yp(x) = y1(z) + y2(x) + - + yr(2)

de fonctions correspondantes & chaque b;(z), de la forme suivante (ot ) est un polynéme a trouver, avec
deg @ = deg P):

e Sib;(x) = P(z), alors
Q(z) siag#0

yi(w) = xQ(x) siag=0eta; #0
2?2Q(x) siag=a; =0

o Sib;(t) = P(t) e, alors
Q(x) e sia#ry,r

yi(z) = zQ(z)e*™ sia=r oua=ry
22 Q(z) e sia=r

e Sib;(x) = P(x) e (K; cos(Bz) + K, sin(Bz)), alors

. e (Q1(x) cos(Bx) + Qa2(x) sin(B)) sia+if #r+is
Yi\T) =
2 e (Q1(x) cos(Bz) + Qz2(x) sin(Bx)) sia+if =r=+is
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Exemples :

o (B) y'w)—3y(x) — 10y(x) = (72— 1) er

o (B) 4y"(x)+4y'(z) +y(z) =16/

e (Ey) u”(0)—6u(0)+ 13u(f) = 75cos(20)
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7.4.3 Conditions initiales

But: résoudre une e.d. linéaire d’ordre 2 avec deux conditions initiales

y'(z) + a1 y(x) + ag y(x) = b(z)
(EC)

y(x1) =y1 et y(x2) =y

Théoréme 4 : Le systeme (EC) a une solution unique y(x) (donnée au théoréme 3) détérminée par la valeur
A et p des constantes que 'on obtient en imposant les conditions (C).

Exemple :



