Algeébre linéaire.

Espaces Vectoriels.

Définition. Un espace vectoriel sur le corps K (pour nous K = R ou
K = C) est un ensemble F muni de deux opérations notées: F x E — E,
(u,v) mu+vet Kx E— E, (\v) — A vérifiant:

- Pour tous u,v,w dans F on a u+ (v+w) = (u+ v) + w (associativité)

- 11 existe un vecteur neutre noté 0 tel que pour tout u € F on a u + 0 = u;

- Tout u € E possede un opposé noté —u tel que u + (—u) = 0;

- Pour tous w,v de F on a u + v = v 4+ u (commutativité);

- Pour tout u € E et tous A, p € Kona (Ap)u = Autpu et Muu) = (Ap)u;

- Pour tous u,v de E et tout A € K on a A(u + v) = Au + Av.

Les éléments de F sont vecteurs et les éléments de K scalaires.

Ezemples. 1) K™, ensemble des n-suites numériques.
2) K]z], ensemble des polynomes a coeflicients dans K.

Une combinaison linéaire de vecteurs v, ..., v, est une somme

a1y + ... + a,v,, avee o; € K.

Définition. Un sous-espace vectoriel d’'un espace vectoriel E est une
partie non-vide F' de E stable pour les deux opérations de F, c’est-a-dire:

- Pour tous u,v de F' u+v € F}

- Pour tout u € F et tout A€ K on a \u € F.

Remarque. F est un sous-espace si et seulement si F' est non-vide et si F
contient toutes les combinaisons linéaires de ses vecteurs.

Opérations sur les sous-espaces.

1) Si E; et E5 sont des sous-espaces de E, 'intersection F1 N Es est in sous-
espace; en général, 'intersection d’un nombre quelconque de sous-espaces est in
sous-espace.

2) F =E+E; = {u+v/u € E1,v € Ez} est un sous-espace appelé la
somme de F; et Fs.

Si de plus E1 N Ey = {0}, on dit que la somme est directe (on note

F = E; ® Ey). Tout élément de F s’écrit alors de fagon unique u = u; + us
avec u1 € Fq et ug € Es.

Définition: sous-espace engendré par une partie de E.
Soit A C E; le sous-espace engendré par A, noté Vect(A), est 'ensemble de
toutes les combinaisons linéaires de vecteurs de A.

Définition. Une famille (vy,...,v,) de vecteurs de E est libre (on dit aussi
que les vecteurs vy, ..., v, sont linéairement indépendants) si il n’y pas de
relation linéaire non-triviale entre ses vecteurs: aqyvy + ... + o,v, = 0 entraine
a1 = 0,..., Ay = 0.



[Plus généralement, on dit que la famille est libre si toute partie finie de
cette famille est libre.]

Dans le cas contraire on dit que la famille est liée.

Remarque: la famille (vy, ..., v,,) est libre si et seulement si

vy + ... + apv, = frvr + ...+ Bru, entraine ay = Bi,... ap = Ba.

Définition.

On dit que la famille (vy,...,v,) (ou une partie A de E) est génératrice si
tout élément de F est une combinaison linéaire des vecteurs vy, ..., vy:

E = Vect(vy, ..., v) (respectivement, des vecteurs de A: E = Vect(A)).

Définition. On dit que la famille B est une base de E si elle est a la fois
libre et génératrice. Si B est une base de E, tout élément de F s’écrit alors de
facon unique comme combinaison linéaire d’un nombre fini des vecteurs de B.

Proposition. 1) Tout espace vectoriel posséde une base; plus précisément,
toute partie libre de E peut étre complétée en une base de F.

2) Si E possede une base ayant un nombre fini d’éléments, noté n, toutes les
bases de F possedent n éléménts; n est appelé la dimension de F.

Si E possede une base ayant un nombre infini d’éléments, toutes les bases
de FE sont infinies; on dit que E est de dimension infinie.

Une base de F donne un systeme de coordonnées linéaire dans E: au vecteur
v € E on associe les coefficients de la décomposition de v par rapport a la base.

Lemme. Soit E un espace de dimension finie. Pour tout sous-espace F' on
a dim(F) < dim(FE) et si dim(F) = dim(F) alors F' = E.

Applications linéaires

Définitions. Soient E et E’ des K-espaces et soit f: F — E’ une applica-
tion.

On dit que f est une application linéaire si pour tous u,v de E et tout
A€eKona

flutv)=fu) + f(v) et f(Adu) = Af(u).

Si en plus f est bijective, on dit que f est un isomorphisme de E sur F’.

Si E' = K, f est appelée forme linéaire.

Si B = E, f est appelée un endomorphisme de E.

Définition. Le noyau de f est Ker(f) = {u € E : f(u) = 0}, c’est un
sous-espace de E.

L’image de f est Im(f) = {f(u) : u € E}, c’est un sous-espace de E’.

dim(Imf) est appelée le rang de f.

Proposition (formule du rang). Si E est de dimension finie, on a
dim(Kerf) + dim(Imf) = dimFE.



Proposition. Soit dim(E) =n. Une base de F donne un isomorphisme de
E avec l'espace canonique K™. (Donc tous les espaces vectoriels de dimension
n sont isomorphes entre eux.)

Matrice d’une application linéaire

Soit B = (eq, ..., e,) une base de E. Pour v € E on décompose
v =aaie1 + ... + aye, et on associe a v la colonne de ces coefficients,
aq

Soit f: E — E’ lindaire avec E et E’ des K-espaces de dimension finie. On
note n =dimF, p =dimFE’ et soient B = (ey, ...,e,) et B’ = (e}, .., ;) des bases
de E et E'.

La matrice de f dans les bases B et B’, noté fp/p, est la matrice dont
les colonnes sont formées des composantes des vecteurs f(ey), ..., f(e,) dans la
base B':

ferp = (fler)p, ... flen)n).
Plus en détail: pour tout j, j = 1,...,n, on écrit f(e;) = aije; + ... + apje,.
Alors

C’est une matrice a p lignes et et n colonnes.

L’action de f sur les vecteurs v € E est exprimée "en coordonnées” par:

(f(v)p = fp'BUB

On défini le rang de A comme étant la dimension de sous-espace de KP
engendré par les vecteurs-colonnes de la matrice A. On a alors rang(A4) =

rang(f).

Composition. Soit f: E— E' et g: E' — E". Soit B, B’ et B" des bases
dans E, E' et E” respectivement.
Alors

(9o f)B'B =9B"B fB'B
Donc la composition des applications linéaires correspond a la multiplication
des matrices.

Le choix des bases B et B’ définit un isomorphisme entre ’espace de toutes
mes applications linéaires de E dans E’ et lespace de toutes les matrices de

type (p X n).



Changement de base.

Soit E' = E et Soit B’ = (e}, ..,€},) une autre base de F.

Soit Idp'p la matrice de ’application identité dans deux bases.
Alors

vp = Idp/BUB

Donc, Idp g est la matrice de changement de base.
Noter que Idp g/ Idp'p = Idpp = 1,, - matrice identité.
Donc Idgp = Id,}/lB, changement de base inverse.
Plus de détail: pour tout j, 7 = 1, ..., n, on écrit e;» = aijer+...4ayje,. Alors
la matrice P = Idgp' est composée de colonnes sont formées des composantes

des vecteurs e, .., e/, dans la base B = (ey, ..., €,):

Matrice d’un endomorphisme

Lorsque f : E — E est un endomorphisme, donc E' = E, on choisit B’ = B
et on note fg = fpp; on 'appelle la matrice de f dans la base B.
En particulier, si g est un autre endomorphisme de E, alors (fog)p = fpgs.

Changement de base.
Soit B’ = (€}, ..,e},) une autre base de E.
On a fpldgp = fep = Idgp fp. Donc en posant P = Idgp/ (matrice de
passage) on a
fr =P ' fpP

Les matrices fp et fp/ sont dites semblables.



