Séries entieres.

Définition.

Soit (an)n>0 une suite de nombres réels ou complexes et f, : C — C
définie par f(z) = apz". La série de fonctions Y f,, (notée aussi > g° anz")
est appelée une série entiere de la variable complexe z. La somme de cette
série est notée s(z) = > o~ anz".

Si on remplace z par une variable réelle x, on a une série entiére de la
variable réelle x: Y 3" anx™.

Probléeme initial: déterminer sur quelle partie de C ou de R la série
converge.

Il sera commode de considérer le symbole +0o0 comme un nouveau nom-
bre vérifiant x < 400 pour tout réel x.

Définition. On définit R = sup{r > 0 : la suite (a,r™) est bornée }.
[Si pour tout r > 0 la suite (a,r") est bornée, R = +00.]

R est appelé le rayon de convergence de la série; il est caractérisé par
la propriété suivante: si r < R la suite (a,r™) est bornée, si r > R la suite
(anr™) n’est pas bornée.

Remarque: Le rayon de convergence ne change pas si on modifie un
nombre fini de coefficients de la série.

Proposition 1. 1) La série Y 5° a,2"™ converge (absolument) pour tout
z tel que | z |[< R. Sirg < R, la série Y §° a,2z" converge normalement dans
le disque | z |< rp.

2) La série Y ¢° apz™ diverge pour tout z tel que | z |[> R.

Le disque D = {z € C:| z |< R} est appelé le disque de convergence
de la série; si R = 400, D = C. Si R # 400, le cercle {z € C:| z |= R} est
appelé le cercle de convergence de la série.

Remarque. En général, on ne peut rien dire sur la convergence de la série
sur le cercle de convergence.

Série entiere de la variable réelle. Pour une série entiere de variable
réelle Y 3° apz™ on a:

- la série converge (absolument) pour tout z tel que | z |< R;

- la série diverge pour tout z tel que | x |> R.

L’intervalle I = {x :|  |< R} est appelé 'intervalle de convergence
de la série; si R = +o00, I = R.



Proposition 1: comparaison des séries.

Soit R4 (respectivement, Rp) le rayon de convergence de la série Y q° a,z
(respectivement, Y g° b, 2").

i) Soit | a, |< Cn® | b, | pour certaines constantes C' et s. Alors
R4 > Rp.

ii) Soit Dn™" | by, |<| ap, |< Cn® | by, | pour certaines constantes C, D, r
et s. Alors R4 = Rp.

n

Proposition 2. Régle de D’Alembert. Si L = lim,, ‘ﬁ;j' existe
dans [0, +00], alors R = +.
Reégle de Cauchy. L = lim, .o /| a, | existe dans [0, +o0], alors
R=1.
L

On a aussi une propriété plus générale:

Proposition 2’. Soit R4 (respectivement, Rp) le rayon de convergence
de la série Y §° an2" (respectivement, > g° by2").

Soit | ap = py, | by |- Alors

1) Si L = limy, 0 ‘ZQIZ+\1| existe dans [0, +o0], alors R4 = 1 Rp.

2) Si L = lim,, o0 /| pn | existe dans [0, +00], alors Ry = %RB.

Proposition 3. Propriétés de la somme d’une série entiéere.
Soit une série entiere > o a,z™ et s(x) = > ° apx™ sa somme définie
0 0
dans l'intervalle de convergence I = {z :| z |< R}.

Dérivation. On peut dériver la série terme a terme: la série des dérivées
S nanz™ ! a aussi R pour rayon de convergence, s est dérivable sur I et

s'(x) = P naya™ L.

Intégration. On peut intégrer la série terme a terme: la série des

s el 00 a n+1
primitives o a aussi R pour rayon de convergence et [; s(t)dt =

0 n+1
Zoo _an xn—&-l
0 nt1
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Corollaire. La somme s(x) = >°5° apz™ est indéfiniment dérivable dans
P'intervalle de convergence; on a s (0) = nla,, donc a, = s (0)/n!.

Développement en série entiére d’une fonction; série de Taylor.
Probléme: Etant donne une fonction définie sur un intervalle

I ={z:| z|< a}, existe-t-il une série entiere > ° a,z™ telle que

f(z) =35 apx™ pour tout x € 17



Si oui, on dit que f est développable en série entiére sur [ et que la
série Y q° apx” est le développement de f en série entiere.
On a vu que dans ce cas f est est indéfiniment dérivable sur I et

an = F(0)/nl, done f(z) = Y50 Lo @gn.

(n) .
La série Y ° fT!(O):L'" s’appelle la série de Taylor de f en x = 0.

Rappel: Formule de Taylor-Lagrange. Si f est indéfiniment dérivable sur
I, pour tout x € I et tout n il existe #, 0 < 6 < 1 tel que

’ 7 (n) (n+1) (g n
F(@) = J0)+ ke + 02 4y Lf0n 4 Liolyn

Proposition 4. Soit f une fonction indéfiniment dérivable sur I'intervalle

I ={z:| z |<a}. f estdéveloppable en série entiere sur I si et seulement

f(n+1)(9$)xn+1

si pour tout = € I le reste de Taylor-Lagrange tend vers 0

(n+1)!
d Sj diti talisé oo fM0) n
quand n — co. Si cette condition est réalisée, f(x) = > g ot
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Une équation différentielle.

Cherchons une solution de I’équation de Bessel (¢ > 0 un parametre):

22" + o 4 (22 — A)u =0

sous la forme d’une série entiere: u(z) = > apz™.
En mettant la série dans ’équation on a:

22 Z ann(n — )z 2 + Z anz" 1+ (22 = ) Z anz” =0

n>2 n>1 n>0



En rassemlant les termes on a

Y an(n® ="+ ) apa"t? =0

n>0 n>0
Cela donne:
apc?® = 0;
ar(l —c?) = 0;
an(n? — ) = —a,_osin>2.

Conclusion: si ¢ n’est pas un entier, la seule solution développable en
série entiere est nulle.

Si ¢ = k est un entier, alors ag = ... = ap_1 = 0; on choisit ap = «
arbitrairement et la récurrence

donne
apror = [_y (k* = (k + 20)%)] 'a,
tous les autres coefficients a; sont nuls.



