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Fiche 5 : Applications linéaires 11

Exercice 1. Soit B = (e, €2, e3) une base de R?. On pose,
f1 =e1 4+ 2eo — 2e3, fo =4e; + Teg — bGes et f3 = —3e1 — bey + Hes.

a. Vérifier que B’ = (f1, f2, f3) forme une base de R3.

b. Ecrire la matrice de passage de B vers B’.

2
c. Soit v le vecteur de R3 de matrice | 1 | dans la base B’. Calculer la matrice de v dans
1
la base B.
2

d. Soit w le vecteur de R3 de matrice | 1 | dans la base B. Calculer la matrice de w dans

—

la base B'.

Exercice 2. Soit f Iapplication linfaire de R3 dans R? définie par
f(xvyvz) = (SC+Z,4LE - 2y+2)
pour tout (x,y,2) € R3.
Notons la base canonique de R? par B = (ey, €2, 3) et celle de R? par C = (f1, fo).

a. Donner la matrice de f dans les bases 5 et C.

b. Posons v; = e1 4+ ea + e3,v2 = e1 + 2eo + 4deg et v3 = e + 3e2 + 9e3. Montrer que la
famille de vecteurs B’ = (v1,v2,v3) forme une base de R3.

c. Expliciter la matrice de passage @ de B vers B'. Ensuite, calculer Q.

d. Posons w; = f1 + fo et we = fo. Montrer que la famille de vecteurs ¢’ = (wq, w2)
forme une base de R2.

e. Expliciter la matrice de passage P de C vers C'. Ensuite, calculer P!,

f. En déduire la matrice de f dans les base B’ et C’.

Exercice 3. Soit f ’endomorphisme de R? défini par
f(el) = 13ey + 12e5 + Ges, f(eg) = —8e1 — Teg — 4eg, f(eg) = —12e; — 12e9 — Seg,

ot (e1, e, e3) est la base canonique de R3.
a. Donner la matrice de f dans la base canonique.

b. Posons v1 = 2e1 + 3eg,v9 = 3ea — 2e3 et vg = 2e1 + 2e9 + e3. Montrer que la famille
de vecteurs B = (v1,v2, v3) forme une base de R3.

c. Exprimer I'image de B par f dans la base B. En déduire la matrice de f dans la base

B.
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Exercice 4. Soit u I’endomorphisme de R? de matrice

-1 1 -2
M=|-2 3 -4
1 0 1

dans la base canonique. On pose,

o T B

f3=(-1,1,1), fo =u(f3) — fz et f1 = u(f2) — fo.

Calculer les coordonnées de fo et fi dans la base canonique.
Vérifier que B = (f1, fo, f3) forme une base de R3.
Donner la matrice N de u dans la base B.

Vérifier que pour tout entier n > 0,

1 n n(anl)
B"=10 1 n
0 0 1

En utilisant la matrice de passage P de la base canonique vers la base B, calculer pour
tout n > 0, la matrice A", puis u"(1,1,1).
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Exercices a préparer pour le controle.

Exercice 1. Soit B = (f1, f2, f3, f1) une base de R* et A un réel. On considere 1’endomor-
phisme u) défini par

u(f1) = f1+ Mfa, u(f2) = fa — Afs, u(fs) = 2fs + AMfa et u(fs) = =Afs + (A —4) fa.

a. Donner la matrice Ay de uy dans la base B.

b. Pour quelle valeur de A, I’endomorphisme u) est-il bijectif ?

Exercice 2. Soit f I'endomorphisme de R3 défini pour (z,y,z) € R? par
u(z,y,2) =(—x+y+z2 —6x+4y+ 22,3z —y + 2).

Ecrire la matrice A de f dans la base canonique :

Calculer A? et en déduire que f o f = 2f.

En déduire que si v € Imf alors f(v) = 2v.

Montrer a l’aide de la question précédente que Kerf NImf = {Ogs}.
En déduire que R? = Kerf @ Imf.

Trouver une base (e1, eg, e3) telle que f a pour matrice

- ® R o T p

o O O
o N O
N OO

dans cette base.



