
Résumé de Cours 4

Opŕations sur les sous-espaces vectoriels Soit E un K-espace vectoriel.

Lemme Soit F, F ′ sous-espaces vectoriels de E. Alors, l’intersection F ∩ F ′ l’est aussi. �

Attention Soit F, F ′ sous-espace vectoriels de E. La réunion F ∪F ′ n’est pas un sous-espace vectoriel !

Soit A,B deux parties de E. La somme de A et B est définie par A+B := {a+ b|a ∈ A, b ∈ B}.

Lemme Soit F, F ′ sous-espaces vectoriels de E. Alors, la somme F + F ′ l’est aussi. �

Voici un cas particulier : soit F, F ′ sous-espaces vectoriels de E. La somme F+F ′ est dite une somme
directe et notée F⊕F ′ si pour tout u ∈ F+F ′ il existe un unique couple (v, v′) ∈ F×F ′ tel que u = v+v′.

Lemme Soit F, F ′ sous-espaces vectoriels de E. Alors, la somme F + F ′ est directe
si et seulement si F ∩ F ′ = {0}. �

Soit F,G deux sous-espaces vectoriels de E. F et G sont dits supplémentaires dans E si F ⊕G = E.
On dit aussi que G est un supplémentaire de F .

Attention Soit F ⊂ E un sous-espace vectoriel. Un supplémentaire de F n’est pas unique !

Système générateur Soit E un K-espace vectoriel.

Soit S une partie de E. Le sous-espace engendré par S, noté VectK(S) est le plus petit sous-espace
vectoriel de E contenant S. On appelle S un système générateur ou une famille génératrice de
VectK(S). Une description formelle (non intuitive !) est

VectK(S) =
⋂

F⊂E: s.e.v.
S⊂F

F.

Plus concrètement, on suppose que S est une partie finie, i.e., il existe n ∈ N∗ tel que S = {s1, s2, · · · , sn}.
Alors, on a une description plus sympathique suivante :

VectK(S) = {
n∑

k=1

λksk|λk ∈ K}.

On dit qu’un élément de VectK(S) est une combinaison linéaire de S.

Remarque (non-traité en cours) Pour une partie S ⊂ E infinie, on a une description suivante :

VectK(S) = {
∑
s∈S

λss|λs ∈ K, |{s ∈ S|λs 6= 0}| <∞}.
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Système libre et base Soit K un corps commutatif, par exemple, K = C,R,Q etc..

Soit E un K-space vectoriel, S = {s1, · · · , sn} un système de vecteurs. On dit que

1. S est libre lorsque
∑

i=1 λisi = 0 avec λi ∈ K (1 ≤ i ≤ n) entrâıne λ1 = λ2 = · · · = λn = 0,

2. sinon, on dit que S est lié.

Le lemme suivant explique ce que ça veut dire qu’un système vecteurs soit libre.

Lemme (unicité) Soit S = {s1, · · · , sn} un système de vecteurs. Alors, S est libre si et seulement si,
pour tout v ∈ E, il existe au plus un n-uplet de scalaire (α1, · · · , αn) ∈ Kn tel que v =

∑n
i=1 αisi. �

Le lemme suivant explique comment trouver un système libre.

Lemme (pratique) Soit n ∈ N∗ et soit s1, · · · , sn ∈ E. La famille {s1, · · · , sn} est libre si et seulement
si {s1, · · · , sn−1} est libre et sn 6∈ VectK({s1, · · · , sn−1}). �

Soit F un sous-espace vectoriel de E et B = {s1, · · · , sn} une famille de vecteurs de F .
B est dit une base de F si i) B est une famille libre et ii) B engendre F .
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