Résumé de Cours 11

Déterminant d’une Matrice‘ Soit K un corps commutatif, par exemple, K = C, R, Q etc..

ai,j
. . N 2,5
Soit n € N* tel que n > 1. Pour A € M, (K), on I'exprime comme A = (a;,as,--- ,a,), ol a; =

Qn,j

Lemme Il existe une application F,, : M, (K) — K non triviale telle que
1. (multi-linéarité) pour 1 <j<net\ek,

;
F(ala"' aaj+Aa_{j7"' 7an)

] J
j <

:F(al’... ?;j7"' 7an)<}>)\F'(a_17 ,a;,7... ’an)7

2. (anti-symétrie) pour o € G,

F(ao'(l),"' 730'(71)) = (Sgna)F(ah"' aan)'

Remarque L’antisymétrie pour o = (4,7) implique que

— R ~— V

F(alv"' 7aj7"' y gyttt 7an):_F(a17"' s gyttt 7aj7"' 7an)~

En particulier, on a

Définition La valeur de A € M, (K) par F,, du lemme ci-dessus normalisée par F,,(I,) = 1 est dit le
déterminant de A, noté det A, ou encore |A|. Pour une matrice A = (a; ;) € M, (K), il est aussi noté

comme suit
ai1 o A1l

an1 Gn,n

Remarque Voici une formule explicite du déterminant de A = (a; ;) € M, (K) :

det A= Z (Sgn 0)0’0'(1),1&0(2),2 *Qo(n)n

neS,,
= Z (Sgna)a'l,o(l)aZa(Z)"'an,a(n)~
neS,
D’apres cette remarque, on a
Lemme Pour A € M,,(K), on a det(*A) = det(A). O



En particulier, ce lemme implique que

le déterminant est non seulement multilinéaire et antisymétrique
pour les colonnes mais aussi pour les lignes !

Le lemme suivant est aussi important :

Lemme Pour 4, B € M, (K), on a det(AB) = det(A) det(B). O
Un corollaire utile est

Corollaire Si une matrice carrée A € M,,(K) est inversible, on a det(A) # 0. O

Pour calculs pratiques, le lemme suivant est aussi utile :

A, 0 -~ 0

Lemme Soit A = 0 Az une matrice bloc-diagonale, ou A; € M,,,(K) avec m; € N*
|
0 --- 0 A,

pour 1 < i <r. Alors,

det(A) = ﬁ det(A;).
i=1

Interprétation géométrique‘ (non-traitée en cours, mais importante)

Pour une matrice carrée A = (ay,--- ,a,) € M,(R), soit

n

I {Ztiai|0§ti <1}

i=1

le parallélotope engendré par ai,...,a,. En particulier, dans le cas n = 2, ce n’est que
le parallélogramme engendré par a; et as.

La multi-linéarité et 'anti-symétrie du déterminant implique que
|det A] = vol(T' 4),

ot vol(T'"4) signifie le volume de T 4.

Preuve pour n =2 Soit A = (aj,as) € M3(R). Par anti-symétrie, on a

det(aj,az) = det(a;,as + tay) = det(a; + tag, as) teR.

Alors, la forme des parallélogrammes changent mais ses aires sont toujours les mémes. En appliquant ces
transformations, on peut se ramener au cas ou I' 4 devient un rectangle, en particulier, A est une matrice

diagonale ]5 qui a le déterminant égal a pq. Evidement, Paire du rectangle engendré par (p,0) et
(0,q) est |pq|, ceci implique que |det(A)| = vol(T 4). O

Remarque Soit u € L(R™) et B la base canonique de R™. Posons A = matp(u). Par définition, on a
I'a = u(T';,). Découpant la carte cartésienne en petits morceaux, on voit que, pour tout D C R™ dont
cela a du sens de parler de son volume, la formule suivante est valable :

vol(u(D)) = | det A|vol(D).

Les détails seront traités plus tard en analyse. (]



