CHAPITRE 1

NOMBRES COMPLEXES

§1. — CALCUL ALGEBRIQUE SUR LES NOMBRES COMPLEXES.

1.1. Exercices traités.

EXERCICE 1. — Caleuler la partie réelle, la partie imaginaire, le module, le

conjugué et le carré du nombre complexe 7=——.
1+i

Solution. — Pour calculer les parties réelle et imaginaire de z, on
multiplie le numérateur et le dénominateur par le complexe conjugué
du dénominateur, d’ou :

_ 1 _ 1-i _1-i
1+i (1+i)(1-1) 2

e
2

>

On adonc:

Re(z) =~ Im(z)——% E=i+|E

Le module de z est alors égal a |Z| J( ) +(— =—=%.

On calcule Z? en utilisant la formule du bindme :

z =1(1—i)2 =1(1—2i —1)=—i—2.-

EXERCICE 2. — Déterminer un nombre mmp/exe Z tel gue 2* =3+4i .
En déduire tous les nombres complexes 7 vérifiant Z° =3+ 4i |
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Solution. — On cherche z sous la forme z=X+iy, ou le réel X est
non nul (car sinon z? serait réel). I’équation z% =3+4i s'écrit :

X2 =y +2ixy=3+4i,

x2—y?=3
Xy =2.
En tirant y en fonction de X dans la deuxiéme équation, et en portant
la valeur obtenue dans la premiére, on obtient ’équation :
x*=3x*-4=0.

Posons U= x?. I’équation devient u? =3u-4=0 ; ses solutions sont
u=4 et u=-1. La solution u=-1 doit étre écartée car U=X* est
positif. On a donc X2 =4, dot x=%2 ct y=#+1. Ainsi, z, =2+i et
z_=-2-i sont les deux solutions de 'équation z° =3+4i .m

d’ou:

1.2. Exercices proposés.

EXERCICE 1. — Calenler z= 3~

4+5i
Réponse. — Z=l—§i |
41 41
EXERCICE 1I. — Détermines les nombres complexes Z  qui vérifient

2 =i,

) 1+i
Réponse. — z2=4+—=.m

§2. — FORME TRIGONOMETRIQUE.

2.1. Exercices traités.
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EXERCICE 3. — Calculer le module et /’a;égﬂwem‘ de z=1+i\3. En dé-
duire les parties réelle et imaginaire de (1+ iv/3)

Solution.— On a |Z| =4/1+3=2. Par ailleurs :

_ .3 _ .. _ iz
Z=2+i3 =cog(%)+isin(%)=e?,

et arg(z)=% modulo 2z . Pour calculer Z°, on utilise la forme trigo-
nométrique de z. Il vient :

5 (a5 \5 — aoal s _ aon2ra"15
22=(2e3)’=32e? =32e"e 3
=32(cos(—%)+iSin(-%))=32(%—i§)=16—16\/§i
et donc :
Ro(Z°)=16, Im(z°)=-16/3.m
EXERCICE 4. — Montrer que I'on a, pour tout réel 6 :
Sing ++/3cosf = 2sin(9 +2) e cosd —+/3sind = 2co8(H +2).

Solution.— On part de la formule :
(1+i/3)(cosh +ising) =(cosf —~/3sind) +i(sind +~/3cosd),
et on écrit le premier membre sous forme trigonométrique avant
d’identifier les parties réelle et imaginaire. A cet effet, on remarque que
1+ix/3=2€"*, d’ou l'on tire :
(1+i/3)(cosd +ising) = 26 €’ = 2¢
=2cos(0+%)+2isin(0+%)

(6+5)

et donc :
cosf —/3sin@ =2cos(0 +%), sind++/3cosf) =2sin(0+%).m

EXERCICE 5. — Montrer que I'on a, pour tout réel 0 :
cos’ 0 =1(cos40 +4cos20 +3).

Solution.— On a :
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dY 4 it
2

ot a=€’ et b=e™? . D’aprés la formule du binéme, on a :
(a+b)* =a* +4a°b+6a%b? +4ab® +b*,

cos’ 6 =( )4=%(a+b)4,

et donc:
cos? 0 =l_%(ei49 +4630a10 4 62020 4 4l ami30 +e—i40)
=l_%((ei40 +e—i49)+4(ei20 +e—i20)+6)
=2 (2c0s46 +8cos20 +6) =1 (cos46 +4cos20 +3)
ce qui démontre le résultat. m

EXERCICE 6. — Montrer que l'on a :
‘N +9N2ZL + qgn3Z + gnizc = T
S|n5+sm 5 + 9N 5 + 9N 5 —cotanlo.

Solution. — Le premier membre est la partie imaginaire de la

somme
iz o3 jar

. es+es +e5 +e° —a+a’+a’ +a’,
ot a=€*. La somme de la suite géométrique du second membre est
¢gale a :

4
a -1
a+a’+a’+a’=a(l+a+a’+a’)=a ,
a-1
et donc :
j4n j2z = j2z —j2z . on
iz je & 4 x@s5 -] zes(es-—-e 5)_ SNy
es+es +e’ +es =e>? =e® =e?

ds -1 du(n —g7m) sinfg
En prenant les parties imaginaires des deux membres, il vient :
i N 27 b3
SN COS-5
—2 = =c¢otan

SiNZ+sin2% +sin3 +sindr = — :
y/4 /4
Sni;  SiN4g

T
10
ce qui démontre le résultat. m

2.2. Exercices proposés.
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EXERCICE II1. — Mettre le nombre 2=1—1 sous forme trigonometrique.
En déduire la valenr de (1=i)2

Réponse. — 1—-i =26 "% et (1-i)°=16.m
EXERCICE IV. — Montrer que 'on a, pour tout réel 0 :
J3cosf +3sn6 = 2\/§sin(0 +%)

EXERCICE V. — Montrer que ['on a, pour tout réel 0 :
cos”#sin® 6 =1 (cos66 — 2cos46 — cos20 + 2).

17 . . . (n- 2
EXERCICE V1. — Montrer que —(snﬁ+ smz—rf+ N sn%) - —
n

guand N — +0o .
Indication. — On montrera d’abord que 'on a :

. . . (= 1
SnZ+sin2+  +gnr-_ =
n n n T
tan-Z.

§3. — RACINES DES POLYNOMES.

3.1. Exercices traités.

EXERCICE 7. — a) Déterminer les racines du polynime
P(z)=27?+2z+5.

b) Montrer gue le polynome Q(z) = Z2+2(1-i)z? +(5-4i)z-10i ad-
met une racine imaginaire pure. Déterminer les racines de Q et factoriser ce poly-
ndnae.

Solution. — a) Le discriminant de P est 4=-16 =(i4)?. Les raci-
nes de 4 sont N4 ==+i4 et les racines de P sont donc :

= =244 — _1 49 —=2-4i — _1 _ i
3 ==5"=-1+2, z,="5"=-1-2.

b) Si z=iX est une racine imaginaire pure de Q,ona:



6 EXERCICES TRAITES EN COURS DE TMB

0=Q(ix)=(-2x* +4x)+i(-x® +2x* +5x-10),

d’ou les deux relations :

-x% +2x% +5x-10=0

-2x% +4x=0
De la seconde relation, on tire X=2 (car X=0 ne satisfait pas la pre-
micre relation), et on vérifie que X=2 vérifie la premiere équation. Il
s’ensuit que Z, =2i est racine du polynome Q. On peut donc factori-
set Q sous la forme Q(z)=(z-2i)(Z? +az+b). Par identification
des coefficients, on trouve a=2,b=5, d’ou:

Q(z)=(z-2i)(Z> +2z+5).

De la question a), il résulte que les racines de Q sont zZ,=2i,
z;=-1+2i et z, =-1-2i. La factorisation de Q est alors :

Q(2)=(z-2i)(z+1-2i)(z+1+2). =

EXERCICE 8. — Factoriser le polynime P(2)=2> =8 sur le corps des
complexces et sur le corps des réels.

Solution. — Les racines de P sont solutions de I’équation
22=8=2% et donc z=2u o U est solution de u®=1. On cherche
u sous forme trigonométrique, c’est a dire sous la forme U= €’ . Ona
uw =¥ =1, dou 6=0 (mod Z&). Ainsi, § estégala 0,2 ou 42 1]
s’ensuit que les valeurs de U sont :
-1+i/3 — -1-i/3

2 2 >

u=1 u,= Us

et les valeurs correspondantes pour les racines Z=2u de P sont:
2,=2, z,=-1+i\/3, z=-1-i/3.
La factorisation de P en facteurs du premier degré sur le corps des
complexes est donc :
22 -8=(z-2)(z+1-i/3)(z+1+i/3).
La factorisation de P sur le corps des réels s’obtient en multipliant les

facteurs associés a des racines complexes conjuguées, soit ici :
22-8=(z-2)(2+2z+4).m
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3.2. Exercices proposés.

EXERCICE VIL. — a) Résoudre l'équation Z° — 2/3z+4=0.

b) Montrer que le polynome P(z)= 7 =23 +i0)Z% +4(1+i/3)z-8i
posséde une racine imaginaire pure. En déduire les racines de P et factoriser ce po-
lynome.

Réponse. — a) Les solutions sont z; = J3+i et Z, = J3-i.
b) z=2i est racine imaginaire pure de P. On a alors la factorisation :

P(z)=(z-2i)(Z® -2/32+4),
et les racines de P sont 2i,\/§+i,\/§ —i. La factorisation de P est

donc P(z)=(z-2i)(z=v/3-i)(z-+/3+i).m
EXERCICE VIIL. — Factoriser sur le corps des complexes le polynime :
P(z)=(z-1)° +(z-1)*+1.
Indication. — On cherchera les racines de P en posant u=(z- 1)3,
dou (z-1)*= eii% . Pour résoudre cette derniere équation, on notera

que 1+ eX = 26% COS% quel que soit XxOR . m



