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TD 8
- Feuille d’exercice IlI.
- ESPACES EUCLIDIENS —

Exercice 1. Soit E un espace vectoriel réel de dimension n. On appelle symétrie de E tout
endomorphisme s € End(E) vérifiant s = Id.
1. Montrer que
E = Ker(s — idg)®Ker(s + idg)

a. Soitx € E.
y €Ker(s —idg) y =52 7=20
x = x+s(x) n x—s(x)
2 2

— —
EKer(s—idg) €Ker(s+idg)

b. Mg Ker(s—idg)NKer(s+idg)=0
Soit x € Ker(s — idg) N Ker(s + idg)
(s =1Id)(x) :0:s(x)—x} o B
{(s—[d)(x)zOzs(x)+x s ==l
2. Onsuppose E euclidien. Montrer que la symétrie s est orthogonale ssi
Ker(s —idg) L Ker(s +idg)

a. |Soit f un endomorphisme sur E (E euclidien)
f orthogonal & (f(x), f(¥)) = {x, ¥)

S est orthogonale ssi Ker(s — Id) L Ker(s + Id)
(x,yy =" +x7,y +y7)
(t,y) =y + Ty + Ny +H Ty

[(x,y) = (', y*) + (™, y7)|

S)=Sxt+x) =Skt +Sx)
s =15 +1-5(9
S(X) = X+ — X~

(S(X)'S(Y)) = <x+ - x_,y+ - )’_> = <x+'y+> - (x_'y+) - <x+'y_> + (x_:y_)
[(SCO,S(N) = (x*,y*) + (x~,y7)|
(S(X), S() = (x,y)]




[(S(X),S(V)) = (x,9)]

(x_'y+> + <x+'y_) = _<x_'y+> - (x+'y_)
2(x~, vty +2(xt,y7)=0
(x7yN)+xyT)=0

vy~ &x~ € Ker(S+1d)
y* &xT € Ker(S —Id)

vxt,x",yt,y" ona{x,yt)+{(xT,y7)=0

sixtT=0 = (x7,y")=0x"Ly"
siyt=0= (x",y*)=0x* Ly~
= Ker(s —1d) L Ker(s + 1d)

Xt € Ker(s — Id),{

3. Onsuppose E euclidien. Pour a € E\{0}, expliciter la symétrie orthogonale v +— s(v)

d’hyperplan fixe a*.
. E-F
RS 100

symétrie s = Id

v=/l£1+v—/1a

N——
(a) (a)t
B=(a_)
P
v=2Aa+ Zleliei
P(a)(U) = Aa
(a,v—2Aa) =0
_ (o) _ (@)
(@a) lall
_Gan o (aw)
v = <ama +v <ama

(a) (ayt

— ., _olav)
s(w)=v ZHa”a

Exercice 3. Donner une base orthogonale de R? de premiers vecteurs v; = (1,1,1).

1 1 . .
—) [utiliser une transformation

En déduire une infinité de b.o.n de premiers vecteurs w; = (%'ﬁ’\/i

géomeétrique simple.]

(eq, €4, e3) base canonique

v; =(1,1,1)

On cherche v,, v3 pour que (vq, V3, V3)
_ . {viey) (_3 2 _1)

V2T e T e s

V3 =7 /\UZ - (—1,0,1)




Wy = 2w, = 2y, =3
L7 0wl 72 7wl 73T lwsll

1 1 1
(wq,wq,w3) b.o.navecw; = NG

1 0 0
0 cosf —sinf | rotation d’angle 6.
0 sinf cosO

Exercice 4. Soit E I'espace vectoriel des polyndmes de degré <3.
1. Montrer que I'application
E XE->R

1
(P, Q) — f P(DQ)dt
1

définit un produit scalaire sur E.
1.1.
fait dans la fiche

2. En utilisant I'algorithme de Gram-Schmidt, construire a partir de (1, x,xz,x?’) une b.o.n.

2.1. (1,x,x2,x3) base canonique de R3[x]
(PO; Pl' Pz,P3) b.o.n de ]R3[X]

1 1 1

Po=15=7 @A = Jodt=2)
0
b1

P, :x&:i (b(x,1) = 0)

”x—bﬁ'”l)” [l '

V3 V2
P = Nk l[x|| = 7

2 b(x21) b(x?x)

p,= I * _ _15V3 (x—i)

sz_b(xz,l)_b(xz,x)xu T 23+10v3 V3
(1l [l]l
u1 - 1 Ul - 1
uz =X 172 =X
) _ 1
Uz =X Vs =X~
_ .3 _ .2 _ V6
Uy =X Uy = X" X
vy=u =1
V1,U
vz_uz_(l 2) =x
(Vlvv1>
N COTC) SR 7T S S @x?) . ex?)
3T (o) T vy 2 (1,1) (%)
V=, — (ugv1) ~  (uszv)  (UgVs)
+ N (v1,v1) 1 (v2,v2) 2 (v3,v3) 2
3 3 (x3 x——)
Vy = 3_(9( 1) _(X 'x)x— ~ V3 (Xz—i) ==
“ (1,1) (x,x) (2-Lx2-1 V3

L

SN

3_(x3,x) - 3_E
(x,x) B Sx



Exercice 2. Soit E un espace euclidien, F un sous-ev et pg la projection orthogonale sur F.

1. Soitv € E.MontrerqueVw € F, ||lv—Pr(v)|| < [lv—w]||, autrement dit |[v — Pr(v)|| =
||PF¢ (v)” est le minimum de la fonction qui a tout vecteur w de F associe sa distance a v. On
note ce minimum dist(v, F).

1.1 [lv—-P-W)| < |lv—w| VWEF
v=Pp(v) + Pp1(v)
v—w=P(v—w)+Pp(v—w)
v—w=Pr(v) — Pp(W) + Ppr(v) — Ppr(w)
v—w=Pr(v) —w+ Pp(v) -0
lv —wll?> = [lv = PW)II* + [|Pr(v) = w(|* (pythagore)
lv —wll*> = [lv = Pr()]|?
lv—wll = |lv—Pr)I|
Iy = Pe@)l = [|Pra (@)

2. Soit w un vecteur unitaire, D = Rw la droite engendrée par w, H I’hyperplan orthogonal a w.
Montrer que dist(v, H) = |(w|v)| et dist(v, D) = {/||v]|? — (v|w)2.

2.1. dist(v,H) = |{w, v)|
dist(w,H) = [Py @)|| = 1P|l = llall v =aw + XL, A
dist|{w,v)| = [((1,0,...,0)(a, A, ..., 1)) = |a]

dist(v,D) = /||v]|? — (v, w)?

dist(v,D) = [|[Py(W)|l =/ Ilv||? = (v,w)? (pythagore)

3. Soit P la matrice de p dans une base orthonormée de E. Montrer que P2 = P et ‘P = P.
3.1. P matrice Pg

pP?2=p P}«g(v)=PF<PF(V)>=PF(U)
F

tp=Pp
1
( v Or> p=dimF
4. Soit S une matrice de M, (R). Montrer que S est la matrice d’'une symétrie orthogonale dans une

base orthonormée de E si et seulement si $2 = I, et 1S = S.

base: (f1, ...,fp, €pi1s e en)

S(S) =v
Lo
A
0 —ln,

S?2=1d'S=S



