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TD 8 

- Feuille d’exercice III.  

- ESPACES EUCLIDIENS – 

Exercice 1. Soit E un espace vectoriel réel de dimension n. On appelle symétrie de E tout 

endomorphisme          vérifiant       . 

1. Montrer que  
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2. On suppose E euclidien. Montrer que la symétrie s est orthogonale ssi 

                      

 

a. Soit f un endomorphisme sur E (E euclidien) 
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3. On suppose E euclidien. Pour        , expliciter la symétrie orthogonale        

d’hyperplan fixe   . 
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Exercice 3. Donner une base orthogonale de    de premiers vecteurs           . 

En déduire une infinité de b.o.n de premiers vecteurs    (
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) [utiliser une transformation 

géométrique simple.] 

 

           base canonique 

            

On cherche       pour que            
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√ 
 

 

√ 
 

 

√ 
) 

 

(
   
          
         

)  rotation d’angle  . 

 

Exercice 4. Soit E l’espace vectoriel des polynômes de degré ≤3. 

1. Montrer que l’application  
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définit un produit scalaire sur E. 

1.1.  

fait dans la fiche 

2. En utilisant l’algorithme de Gram-Schmidt, construire à partir de             une b.o.n. 

2.1.             base canonique de       

              b.o.n de       
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Exercice 2. Soit E un espace euclidien, F un  sous-ev et    la projection orthogonale sur F. 

1. Soit      Montrer que        ‖       ‖  ‖   ‖ , autrement dit ‖       ‖  

‖      ‖ est le minimum de la fonction qui à tout vecteur w de F associe sa distance à v. On 

note ce minimum          . 

1.1. ‖       ‖  ‖   ‖       

                

                      

                               

                    ⃗   

‖   ‖  ‖       ‖  ‖       ‖   (pythagore) 

‖   ‖  ‖       ‖   

‖   ‖  ‖       ‖  

‖       ‖  ‖      ‖  

2. Soit w un vecteur unitaire,      la droite engendrée par w, H l’hyperplan orthogonal à w. 

Montrer que           |  |  | et           √‖ ‖    |   . 
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          ‖     ‖   √‖ ‖  〈   〉    (pythagore) 

 

3.  Soit P la matrice de    dans une base orthonormée de E. Montrer que      et   
   . 

3.1.  P matrice    
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4. Soit S une matrice de      . Montrer que S est la matrice d’une symétrie orthogonale dans une 

base orthonormée de E si et seulement si       et   
   . 
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