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4. Espaces vectoriels

Exercice 4.1. 1. Montrer que 'ensemble F' des vecteurs de la forme u,), = (a + b, —b + 2a)
ol a,b € K est un sous-espace vectoriel de K2. Donner une famille finie de vecteurs qui
engendrent F'.

b+c—a a—b a—c
2. Montrer que 'ensemble E' des matrices de la forme M,; . = c—a a c—a | ou
b—a a—b ¢
a,b,c € K est un sous-espace vectoriel de M3(K). Donner une famille de vecteurs de M;(K)
qui engendrent FE.

Exercice 4.2. Soit n un entier superieur ou égal a 2.
1. L’ensemble des matrices inversibles de M, (K) est-il un sous-espace vectoriel de M, (K)?

2. Montrer que I'ensemble des matrices triangulaires supérieures de M, (K) est un sous-espace
vectoriel de M, (K).

3. Pour n = 3 donner un ensemble fini de matrices de M3(K) qui engendrent ce sous-espace
vectoriel.

4. Donner un supplémentaire dans M3(K) de ce sous-espace vectoriel.
Exercice 4.3. Pourquoi les polynomes 1, X, X(X — 1)(X — 2) forment-ils une base de l'espace
vectoriel de C3[X] des polynomes de degré au plus 3?7 Exprimer X2 et X3 dans cette base.

Exercice 4.4. Soit F:={P € Ry[X]| P =X+ (2A — 3u) X + uX?, A\, p € R}.
Montrer que E est un sous-espace vectoriel de Ry[X] et en donner une base.

Exercice 4.5. On munit R? de I’'addition habituelle :

(z1,m2) + (Y1, 92) = (¥1 + Y1, 02 + ¥2)
et de la loi externe sur le corps R

R x R? — R?
()\, (.flfl,xg)) — A ($1,$2> = ()\131,0) .

A-t-on muni ainsi R? d’une structure d’espace vectoriel sur R ?

Exercice 4.6. Soit £ = R* \ {0}. On définit sur E une loi de composition interne, notée @, par

ExFE —» FE
(x,y) — z@y:=uy.

On définit sur F une loi de composition externe, a domaine d’opérateurs dans R par

RxE — FE
A\ z) — Axx:=21".

Montrer que (F,®, %) est un R-espace vectoriel.
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Exercice 4.7. Les familles de R? suivantes sont-elles libres ou liées ?
a) u=(1,1,1), v =(1,1,-1).
b) u=(1,0,—-1),v=(-1,1,0), w = (0, —1,1).
o) u=(1,1,0),v=(0,1,1), w = (1,0,1), z = (=1,1,1).
d) u=(1,1,1), v = (2,-1,2), w = (1, -2, —1).
e) u=(10,—-5,15), v = (—4,2,—6).

Les familles de R? données ci-dessus sont-elles génératrices de R? ? Lorsque la réponse est négative,
on déterminera le sous-espace engendré et sa nature géométrique.

Exercice 4.8. Etudier la dépendance linéaire des vecteurs de R? suivants :
a) u=(2,-3),v=(-1,1); c)u=(m+1,-1),v=(-3,m—-1),meR
b) u=(-6,2), v=(9,—-3).

Exercice 4.9. On considere les sous-ensembles de R3 suivants :

Fy:={(z,y,2) eR? : y=2=0}
Fy:={(z,y,2) eR® : z +y =0}
Fy:={(z,y,2) eR® : 2+ 2z =y}
Fy:={(z,y,2) €eR® : z =y}.

a) Vérifier que ce sont des sous-espaces vectoriels de R3, donner une base et la dimension de
chacun d’eux.

Déterminer F, + Fj3.

o

(oW
~— ~— ~— ~— ' ~—

@)

Déterminer F5 N F3 et sa dimension. Que peut-on en déduire pour F5 et F3?

Montrer que Fi et F, sont supplémentaires.

@

Montrer que Fi et Fj sont supplémentaires.

—

Quelle remarque peut-on faire en considérant les questions d) et ) ?

Indiquer la nature géométrique de chaque Fj.

o

Exercice 4.10. On considere les sous-ensembles de R* suivants :

Fr={(z,y,2,t) eR' t a +y+ 2+t =0}
Fy:={(z,y,2,t) eR* : x+y=2+1}.

a) Vérifier que ce sont des sous-espaces vectoriels de R*, donner une base et la dimension de
chacun d’eux.

b) Quelle est la dimension de F} + F5?

Exercice 4.11. Soit F le sous-espace vectoriel de R? engendré par u; = (2, —3,1) et up = (2, =2, 1).
a) Quelle est la dimension de F'?

b) Démontrer que le vecteur u = (0, 1,0) est élément de F', mais que v = (0,0, 1) ne l'est pas.
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c¢) Calculer les composantes du vecteur w = (0,4,0) € F' dans la base (uq, uz).
d) Trouver une condition nécessaire et suffisante pour que v = (z,y, z) soit élément de F.

f) Indiquer la nature géométrique de F.

Exercice 4.12. Soit F = {(x,y,2,t) € R* : 2+y = 0 et z = 2t}. Montrer que F est un sous-espace
vectoriel de R* et déterminer une base de E. Compléter cette base & une base de R*.

Exercice 4.13. Dans R3, soient e = (1,—1,1) et f = (1,1,0). Soit E le sous-espace vectoriel
engendré par e et f.

a) Montrer que la dimension de E est 2.

b) Soit g = (2,0,1). Montrer que g est dans E et que f et g forment une base de E. Exprimer
e dans cette base.

c) Montrer que {e, f, k} est une base de R?® si k = (1,0,0).

Exercice 4.14. Dans ’espace vectoriel R*, on considere
F={(a,b,c,d) eR* : a=b=c=d}.

a) Montrer que I est un sous-espace vectoriel de R?* et calculer sa dimension.

b) Pour quelles valeurs du parametre A, I’ensemble
Ey={(a,b,c,d) €R* : a+b+c+d=\}

est-il un sous-espace vectoriel de R*?
c) Montrer que R* = F @ Ej.

Exercice 4.15. Soit a € R et E, le sous-espace vectoriel de R? engendré par les trois vecteurs
(1,1,a), (1,a,1) et (a,1,1). Suivant a déterminer la dimension de FE,.

Exercice 4.16. Prouver que R est un espace vectoriel sur Q. De quelle dimension ?
Par la suite on considere R comme espace vectoriel sur Q.

1) Montrer que (1,4/2) est une famille libre.

2) Montrer que (1,v/2,1/3) est une famille libre.

3) Calculer le rang de (1, V2,3, \/6)

Est-ce que Q est un R-espace vectoriel 7

Exercice 4.17. a) Quelle est la dimension de C? vu comme espace vectoriel sur R? Donner
une base.
b) Montrer que les vecteur suivants de C?

or=(144,1+2i,0) vg = (2,4 —4,—1) v3 = (0, =1 + 2i,2 + )

sont liés si C? est consideré comme espace vectoriel sur C, et sont libres si C* est consideré
comme espace vectoriel sur R.
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Exercice 4.18 (Application d’un ensemble A vers un espace vectoriel F£).

Montrer (avec tous les détails) que si F est un K-espace vectoriel et A est un ensemble quelconque,
I'ensemble E4 des applications de A vers E muni de 'addition définie, pour f,g € E4 et z € A
par :

(f +9)(x) = f(x) + g(z),

et la multiplication scalaire définie, pour f € E4, A € K et x € A par :

(A f)(x) = X fla),

est un espace vectoriel sur K.

Exercice 4.19. Soit R*Y := {f : [a,b] — R} l'espace vectoriel des applications de [a,b] & R.
Lequel de ces sous-ensemble est-il un sous-espace vectoriel ?
a) C%[a,b],R) = {fonctions continues f : [a,b] — R};
b) ensemble des applications surjectives (resp. injectives) f : [a,b] — R;
c¢) ensemble des applications f : [a,b] — R telles que 2f(a) = f(b);
d) ensemble des applications f : [a,b] — R telles que f(a) = f(b) + 1.

Exercice 4.20. Soit P un polynome de degré n a coefficients réels. Montrer que P et ses n dérivées
forment une base de R, [X].

Exercice 4.21. Soit C*([a, b], R) I'espace vectoriel des applications C* de [a,b] dans R. Montrer
que les familles suivantes sont libres :
a) {x, e*}; b) {e*, e*}

¢) {z, sin x}; d) {cos x, sin z}

Exercice 4.22. Soit E 'espace vectoriel des suites de nombres réels et £ C E 'ensemble des suites
vérifiant la relation de récurrence :

Upt2 = Upr1 + 2 u, (n>0).

a) Montrer que & est un sous-espace vectoriel de E';

b) Montrer que les suites de terme général a,, = (—1)" et b, = 2" forment une famille libre de
E.

¢) Tenant compte du fait que les suites de £ sont univoquement déterminées si on connait ug
et uy, montrer que (a,) et (b,) forment une base de &.

d) Déterminer les suites de € telles que ug =1 et u; = —2.



